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Предисловие

Это учебное пособие предназначено для подготовки к решению 
задачи 16 ЕГЭ по математике на профильном уровне.

Предполагается, что школьник освоил школьный курс планимет­
рии с оценкой не ниже 4. Перед работой с этим задачником необхо­
димо повторить основные определения и теоремы из школьного учеб­
ника. Это также полезно делать и в процессе работы с книгой.

Пособие начинается с диагностической работы. В ней 15 задач на 
различные темы. Если в течение двух-трёх часов вы решите не менее 
половины задач этой работы, то можно приступать к работе с основ­
ными разделами задачника. Если же большинство задач окажется вам 
не по силам, то, скорее всего, за оставшееся до экзамена время вам 
не удастся достигнуть уровня, необходимого для успешного решения 
задачи 16. В этом случае разумнее использовать это время для подго­
товки к другим задачам ЕГЭ по математике.

По какому принципу устроены разделы задачника? Прежде всего 
рассматриваются геометрические конфигурации, наиболее часто 
встречающиеся в задачах школьного курса: касающиеся окружности, 
пересекающиеся окружности, вписанные и описанные окружности 
треугольника и четырёхугольника и т. д., способы нахождения раз­
личных элементов геометрических фигур — медиан, высот, биссек­
трис треугольника, радиусов вписанных и описанных окружностей 
и т.д., а также некоторые методы решения геометрических задач — 
метод площадей, метод вспомогательной окружности, удвоение ме­
дианы и т. п.

Каждый из 15 разделов начинается с разбора соответствующей за­
дачи диагностической работы (если вы решили эту задачу не тем спо­
собом, который приводится нами, это тоже хорошо: главное, что за­
дача решена правильно). Затем формулируются некоторые утвержде­
ния, помогающие решить задачи данного раздела. Во многих случаях 
это факты, которые не рассматриваются в школьных учебниках в ка­
честве основных, но часто содержатся после соответствующих глав 
учебника в качестве задач. После этого приводятся примеры решения 
задач с использованием этих фактов.

Раздел заканчивается списком задач для самостоятельного ре­
шения. Первая часть списка — подготовительные задачи — состоит 
из относительно простых задач, решаемых в два-три хода. Вторая 
часть — тренировочные задачи — состоит из более сложных задач, 
уровень которых, за исключением задач со звёздочкой, примерно 
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соответствует уровню задачи 16. Задачи со звёздочкой выше этого 
уровня. В третьей части (задачи на доказательство и вычисление) 
собраны задачи, формат и уровень которых согласован с демоверсией 
экзамена на профильном уровне в 2020 г. В эту часть каждая задача 
входит в двух вариантах (например, задачи 3.31.1 и 3.31.2). Решив по 
6—7 таких задач, вы можете приступать к диагностическим работам, 
расположенным в конце пособия. В каждой работе 6 задач. Работа 
рассчитана примерно на 2 часа. Если за это время вы решаете не 
менее пяти задач — это отличный результат. Если менее четырёх, 
рекомендуем ещё порешать тренировочные задачи, а после этого 
возвратиться к диагностическим работам.

Напомним, что задача считается решённой, если найдены все её 
решения и даны обоснования всех использованных утверждений. Ра­
зумеется, при этом можно ссылаться на теоремы из школьного учеб­
ника.

Ко всем задачам даются ответы, а к некоторым наиболее труд­
ным — и указания.

В приложении 1 приводятся избранные задачи тренировочных и 
экзаменационных работ с решениями. Тут же даны аналогичные за­
дачи, но с ответами, чтобы вы могли проверить себя.

В приложении 2 собраны различные интересные и полезные фак­
ты элементарной геометрии. Их можно использовать при решении 
задач на экзамене, но при этом если они не входят в школьный учеб­
ник, то в экзаменационной работе необходимо привести их доказа­
тельства.



Диагностическая работа

1. В прямоугольном треугольнике АВС гипотенуза АВ равна с 
и ААВС = а. Найдите все медианы в этом треугольнике,

2. В треугольнике АВС проведена медиана ВМ. Известно, что
sin/.ABM t ВС
sin/CBM = 2' Наидите отношение

3. В выпуклом четырёхугольнике ABCD отрезки, соединяющие се­
редины противоположных сторон, пересекаются под углом 60°, а их 
длины относятся как 1:3. Чему равна меньшая диагональ четырёх­
угольника ABCD, если большая равна <39?

4. Найдите площадь трапеции с основаниями 18 и 13 и боковыми 
сторонами 3 и 4.

5. Стороны треугольника равны 3 и 6, а угол между ними равен 
60°, Найдите биссектрису треугольника, проведённую из вершины 
этого угла.

6. Точки М и N — середины сторон соответственно ВС и CD парал­
лелограмма ABCD. Отрезки AM и BN пересекаются в точке О. Найди-

моте отношение -т-г.
СхА

7. В треугольнике АВС медиана AD и биссектриса BE перпендику­
лярны и пересекаются в точке F. Известно, что площадь треугольника 
DEF равна 5. Найдите площадь треугольника АВС.

8. Из точки М, лежащей вне окружности с центром О и радиусом R, 
проведены касательные МА и МВ (А и В—точки касания). Прямые 
ОА и МВ пересекаются в точке С. Найдите ОС, если известно, что 
отрезок ОМ делится окружностью пополам.

9. Окружности с центрами Ох и О2 касаются внешним образом 
в точке С. Прямая касается этих окружностей в различных точ­
ках А и В соответственно. Найдите угол АО2В, если известно, что 
ig/A/iC -

10. На катетах прямоугольного треугольника как на диаметрах по­
строены окружности. Найдите их общую хорду, если катеты равны 3 
и 4.

11. Найдите радиусы вписанной и описанной окружностей тре­
угольника со сторонами 13, 13, 24 и расстояние между центрами 
этих окружностей.
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12. На продолжении диаметра АВ окружности отложен отрезок ВС, 
равный диаметру. Прямая, проходящая через точку С, касается окруж­
ности в точке М. Найдите площадь треугольника АСМ, если радиус 
окружности равен R.

13. Окружность Sx проходит через центр окружности S2 и пересека­
ет её в точках А и В. Хорда АС окружности касается окружности S2 
в точке А и делит первую окружность на дуги, градусные меры ко­
торых относятся как 5 : 7. Найдите градусные меры дуг, на которые 
окружность S2 делится окружностью Sj.

14. На стороне АВ треугольника АВС отмечена точка D, причём 
ABCD = /ВАС. Известно, что ВС = а, АС = Ь, АВ = с. Найдите CD.

15. Углы при вершинах А и С треугольника АВС равны 45° и 60° 
соответственно; AM, BN и СК — высоты треугольника. Найдите от-

MN ношение



§ 1. Медиана прямоугольного треугольника

Решение задачи 1 из диагностической работы
1. В прямоугольном треугольнике АВС гипотенуза АВ равна с

и А АВ С = а. Найдите все медианы в этом треугольнике.
Ответ: | • \/1 + 3 cos2 а, ■ уЛ. + 3 sin2 а.

Решение. Поскольку медиана 
прямоугольного треугольника, прове­
дённая из вершины прямого угла, равна 
половине гипотенузы, медиана СМ рав- 

с на
Пусть К — середина ВС. Тогда СК = 

= ^ВС = ^АВ cos а = |ccosa. По тео­

реме Пифагора из прямоугольного тре­
угольника АСК находим, что

АК = \/АС2 + СК2 = J (АВ sin а)2 + ( | АВ cos а

= V 4 sin2 а + cos2 а = - у 4 sin2 а +1 - sin2 а = 4 V 1 + 3 sin2 а.
Аналогично находим медиану BN.

Теорема. Медиана прямоугольного треугольника, проведённая из 
вершины прямого угла, равна половине гипотенузы.

Доказательство. Пусть АВС —прямоугольный треуголь­
ник с прямым углом при вершине С. Обозначим КВАС = а, ААВС = [В. 
Тогда а + [3 = 90°.

От луча С А в полуплоскость, содержащую точку В, отложим угол 
АСЕ, равный а. Тогда луч СЕ проходит между сторонами угла АСВ, 
так как а = КАСЕ < А АСВ = 90°. Поэтому сторона СЕ этого угла пере­
секает гипотенузу АВ в некоторой точке М.

С А
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Треугольник АМС равнобедренный, поскольку ZACM = АСАМ, 
значит, СМ = АМ. С другой стороны, треугольник ВМС также равно­
бедренный, поскольку

АВСМ = 90° - А АСМ = 90° -а = = АСВМ.

Значит, СМ = ВМ. Следовательно, М — середина гипотенузы АВ, т. е. 
СМ — медиана треугольника АВС и СМ = у АВ, что и требовалось до­
казать. □

Теорема (обратная). Если медиана треугольника равна половине 
стороны, к которой она проведена, то треугольник прямоугольный.

Рассмотрим несколько примеров применения доказанного выше 
свойства медианы прямоугольного треугольника, проведённой из 
вершины прямого угла.

Пример 1, Найдите гипотенузу прямоугольного треугольника с 
острым углом 15°, если известно, что высота треугольника, опущен­
ная на гипотенузу, равна 1.

Ответ: 1.
Решение. Пусть СН — высота прямоугольного треугольнике! 

АВС, проведённая из вершины прямого угла С, ZA = 15°. Прове­
дём медиану СМ. Тогда АСМН — внешний угол равнобедренного 
треугольника АМС, поэтому ZCMH = 30°. Из прямоугольного тре­

угольника СМИ находим, что СМ = 2СН = 2. Следовательно, АВ = 
= 2СМ = 4. <1

Пример 2. Через основание биссектрисы AD равнобедренного 
треугольника АВС с вершиной В проведён перпендикуляр к этой 
биссектрисе, пересекающий прямую АС в точке Е. Найдите отрезок 
АЕ, если известно, что CD = 4.

Ответ: 8.
Решение. Отметим середину М отрезка АЕ. Отрезок DM — ме­

диана прямоугольного треугольника ADE, проведённая из вершины 
прямого угла, поэтому AM = DM = ME.
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Обозначим ABAC = АВСА = а. По теореме о внешнем угле тре­
угольника

ADME = ADAC A A ADM = у + | = а = ADCM, 

значит, треугольник CDM равнобедренный. Следовательно, АЕ = 
= 2DM = 2DC = 8. <

Подготовительные задачи

1.1. Гипотенуза прямоугольного треугольника равна 4. Найдите ра­
диус описанной окружности.

1.2. Медиана, проведённая к гипотенузе прямоугольного треуголь­
ника, равна т и делит прямой угол в отношении 1: 2. Найдите сторо­
ны треугольника.

1.3. Медиана прямоугольного треугольника, проведённая к гипо­
тенузе, разбивает его на два треугольника с периметрами 8 и 9. Най­
дите стороны треугольника.

1.4. В треугольнике АВС к стороне АС проведены высота ВК и ме­
диана МВ, причём AM = ВМ. Найдите косинус угла КВМ, если АВ = 1, 
ВС = 2.

1.5. Окружность, построенная на катете прямоугольного треуголь­
ника как на диаметре, делит гипотенузу в отношении 1: 3. Найдите 
острые углы треугольника.

1.6. Точка D — середина гипотенузы АВ прямоугольного треуголь­
ника АВС. Окружность, вписанная в треугольник ACD, касается от­
резка CD в его середине. Найдите острые углы треугольника АВС.

1.7. В прямоугольном треугольнике АВС из вершины прямого уг­
ла С проведены биссектриса CL и медиана СМ. Найдите площадь тре­
угольника АВС, если LM = а, СМ = Ь.
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1.8. Вне прямоугольного треугольника АВС на его катетах АС 
и ВС построены квадраты ACDE и BCFG. Продолжение медианы СМ 
треугольника АВС пересекает прямую DF в точке N. Найдите отре­
зок CN, если катеты равны 1 и 4.

1.9. Высота прямоугольного треугольника, проведённая из верши­
ны прямого угла, равна а и образует угол а с медианой, проведённой 
из той же вершины. Найдите катеты треугольника.

Тренировочные задачи

1.10. Медиана прямоугольного треугольника, проведённая к гипо­
тенузе, разбивает его на два треугольника с периметрами тип. Най­
дите стороны треугольника.

1.11. В прямоугольном треугольнике ABC (ZC = 90°) проведены 
высота CD и медиана СЕ. Площади треугольников АВС и CDE равны 
соответственно 10 и 3. Найдите АВ.

1.12. В прямоугольном треугольнике АВС катеты АВ и АС равны 4 
и 3 соответственно. Точка D делит гипотенузу ВС пополам. Найдите 
расстояние между центрами окружностей, вписанных в треугольники 
ADCи ABD.

1.13. Катет прямоугольного треугольника равен 2, а противолежа­
щий ему угол равен 30°. Найдите расстояние между центрами окруж­
ностей, вписанных в треугольники, на которые данный треугольник 
делится медианой, проведённой из вершины прямого угла.

1.14. В четырёхугольнике ABCD диагонали АС и BD перпендику­
лярны и пересекаются в точке Р. Отрезок, соединяющий вершину С 
с серединой М отрезка AD, равен АР = 1. Расстояние от точки Р до

1 „ 4
отрезка ВС равно Найдите AD, если известно, что вокруг четырёх­
угольника ABCD можно описать окружность.

1.15. Средняя линия трапеции равна 5, а отрезок, соединяющий 
середины оснований, равен 3. Углы при большем основании трапе­
ции равны 30° и 60°. Найдите основания и меньшую боковую сторону 
трапеции.

1.16. Средняя линия трапеции равна 4, углы при одном из осно­
ваний равны 40° и 50°. Найдите основания трапеции, если отрезок, 
соединяющий середины оснований, равен 1.
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1.17. Диагонали трапеции перпендикулярны. Одна из них равна 6. 
Отрезок, соединяющий середины оснований, равен 4,5. Найдите пло­
щадь трапеции.

1.18. Прямая, параллельная гипотенузе АВ прямоугольного тре­
угольника АВС, пересекает катет АС в точке D, а катет ВС — в точке Е, 
причём DE = 2, а ВЕ=1. На гипотенузе взята такая точка F, что BF = 1. 
Известно также, что ZFCB = а. Найдите площадь треугольника АВС.

1.19. Гипотенуза АВ прямоугольного треугольника АВС является 
хордой окружности радиуса 10. Вершина С лежит на диаметре окруж­
ности, который параллелен гипотенузе. Угол САВ равен 75°. Найдите 
площадь треугольника АВС.

1.20. Гипотенуза КМ прямоугольного треугольника КМР является 
хордой окружности радиуса >/7. Вершина Р находится на диаметре, 
который параллелен гипотенузе. Расстояние от центра окружности до 
гипотенузы равно УЗ. Найдите острые углы треугольника КМР.

1.21. В треугольнике АВС известно, что АВ = с, AC = b (Ь > с), AD — 
биссектриса. Через точку D проведена прямая, перпендикулярная AD 
и пересекающая АС в точке Е. Найдите АЕ.

1.22. Точка Е лежит на стороне АС равностороннего треугольни­
ка АВС; точка К — середина отрезка АЕ. Прямая, проходящая через 
точку Е перпендикулярно прямой АВ, и прямая, проходящая через 
точку С перпендикулярно прямой ВС, пересекаются в точке D. Най­
дите углы треугольника BKD.

1.23. В трапеции ABCD точка К — середина основания АВ, М — 
середина основания CD. Найдите площадь трапеции, если известно, 
что DK — биссектриса угла D, ВМ — биссектриса угла В, наибольший 
из углов при основании АВ равен 60°, а периметр трапеции равен 30.

1.24? В треугольнике АВС известны углы: КА = 45°, ZB = 15°. 
На продолжении стороны АС за точку С взята точка М, причём 
СМ = 2АС. Найдите угол АМВ.

1.25? В треугольнике АВС известно, что АВ = АС и угол ВАС тупой. 
Пусть BD — биссектриса треугольника АВС, М — основание перпен­
дикуляра, опущенного из точки А на сторону ВС, Е — основание пер­
пендикуляра, опущенного из точки D на сторону В С. Через точку Л про­
ведён также перпендикуляр к BD до пересечения со стороной ВС в точ­
ке F. Известно, что ME=FC=a. Найдите площадь треугольника АВС.

1.26? Острый угол при вершине А ромба ABCD равен 40°. Через 
вершину А и середину М стороны CD проведена прямая, на которую 
опущен перпендикуляр ВН из вершины В. Найдите угол AHD.
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Задачи на доказательство и вычисление

1.27.1. В трапеции ABCD с основаниями AD и ВС известно, что 
AB = BC = CD=

а) Докажите, что AC ± CD.
б) Найдите углы трапеции.
1.27.2. Диагональ равнобедренной трапеции перпендикулярна бо­

ковой стороне, а угол при основании трапеции равен 120°.
а) Докажите, что одно из оснований трапеции вдвое больше дру­

гого.
б) Найдите стороны трапеции, если её диагональ равна 2д/3.
1.28.1. Точка М— середина гипотенузы АВ прямоугольного тре­

угольника АВС с углом 30° при вершине А. Окружность, вписанная 
в треугольник ВМС, касается его сторон ВС и ВМ в точках Р и Q.

а) Докажите, что PQ || СМ.
б) Найдите PQ, если АВ = 8.
1.28.2. Точка Е — середина гипотенузы ML прямоугольного тре­

угольника KLM с углом 30° при вершине М. Окружность, вписанная 
в треугольник КМЕ, касается катета МК в точке А, а окружность, 
вписанная в треугольник KLE, касается катета KL в точке В.

а) Докажите, что КЕ = АВ.
б) В каком отношении точка касания большей из этих окружно­

стей делит гипотенузу?
1.29.1. На катетах АС и ВС прямоугольного треугольника АВС вне 

треугольника построены квадраты ACDE и BFKC. Точка М — середи­
на гипотенузы АВ, Н — точка пересечения прямых СМ и DK.

а) Докажите, что CM DDK.
б) Найдите МН, если катеты треугольника АВС равны 30 и 40.
1.29.2. На катетах KL и ML прямоугольного треугольника KLM вне 

треугольника построены квадраты ABKL и CDLM, LP — высота тре­
угольника ADL.

а) Докажите, что прямая PL проходит через середину Е гипотену­
зы КМ.

б) Найдите ЕР, если катеты треугольника KLM равны 10 и 24.
1.30.1. Из вершины С тупого угла треугольника АВС проведена вы­

сота СИ. Точку Н соединили с серединами М и N сторон АС и ВС.
а) Докажите, что в четырёхугольник CMHN можно вписать окруж­

ность.
б) Найдите её радиус, если сумма сторон АС и ВС равна 20, а пло­

щадь треугольника АВС равна 24.
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1.30.2. Точка Р— основание высоты ВР равнобедренного тре­
угольника АВС, опущенной на боковую сторону АС. Точки Е и Р — 
середины основания ВС и боковой стороны АВ соответственно.

а) Докажите, что в четырёхугольник ВЕРР можно вписать окруж­
ность.

б) Найдите её радиус, если ВС = 12 и АВ = АС = 10.
1.31.1. Точка Е расположена вне квадрата ABCD с центром О, 

причём треугольник ВЕС прямоугольный (ZE = 90°) и неравнобед­
ренный. Точка М — середина стороны ВС.

а) Докажите, что треугольник ОМЕ равнобедренный.
б) Прямая ЕО пересекает сторону AD квадрата в точке К. Найдите 

отношение АК: KD, если ЛСВЕ = 30°.
1.31.2. Точка А расположена вне квадрата KLMN с центром О, при­

чём треугольник KAN прямоугольный (ZA = 90°) и АК = 2AN. Точ­
ка В — середина стороны KN.

а) Докажите, что ВМ || AN.
б) Прямая АО пересекает сторону МВ квадрата в точке Р. Найдите 

отношение LP: РМ.
1.32.1. Две стороны треугольника равны 1 и 5, площадь треуголь­

ника равна 2. Медиана, проведённая к его третьей стороне, меньше 
её половины.

а) Докажите, что треугольник тупоугольный.
б) Найдите радиус окружности, описанной около этого треуголь­

ника.
1.32.2. Две стороны треугольника равны 6 и 5, площадь треуголь­

ника равна 9. Медиана, проведённая к его третьей стороне, больше 
её половины.

а) Докажите, что треугольник остроугольный.
б) Найдите его наибольшую высоту.
1.33.1. Высоты ААг и ВБ, остроугольного треугольника АВС пе­

ресекаются в точке II. Точки М и N — середины отрезков АВ и СН 
соответственно.

а) Докажите, что треугольники А1МВ1 и A^NBy равнобедренные.
б) Найдите площадь четырёхугольника A1MB-lN, если А1В1 = 6 и 

MN = 4.
1.33.2. Продолжения высот РР: и QQ- треугольника PQR с тупым 

углом при вершине R пересекаются в точке Н. Точки А и В — середи­
ны отрезков PQ и RH соответственно.

а) Докажите, что BjQj ±АВ.
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б) Найдите диагонали четырёхугольника AP1BQ1, если PQ = 10, 
RH = 6 и AM = ЗВМ, где М — точка пересечения диагоналей.

1.34.1. Дан треугольник АВС. Точки М1г М2, М3 — середины сторон 
АВ, ВС и АС, а точки Нъ Н2, Н3 — основания высот, лежащие на тех 
же сторонах.

а) Докажите, что из отрезков Н3М^ Н2М3 и Н3М3 можно постро­
ить треугольник.

б) Найдите его периметр, если периметр треугольника АВС ра­
вен а.

1.34.2. Медианы ААЪ BB-L и CCj треугольника АВС пересекаются в 
точке М, причём ВВ± СС3.

а) Докажите, что из отрезков А3М, A3B3 и A;C- можно построить 
треугольник.

б) Найдите площадь этого треугольника, если ВВ3 = 18 и ССг = 9.
1.35.1. Высота АН и медиана AM треугольника АВС делят угол ВАС 

треугольника АВС на три равные части, причём точка Н лежит между 
В и М. Из точки М опущен перпендикуляр МК на сторону АС.

а) Докажите, что МК = ВН.
б) Найдите углы треугольника АВС.
1.35.2. Из вершины прямого угла С прямоугольного треугольника 

АВС проведены высота СН, медиана СМ и биссектриса CL, причём 
/НСМ = ZBCH + А АСМ.

а) Докажите, что ААВС = 3/ВАС.
б) Найдите отношение HL : LM.
1.36.1. Медианы AM и BN треугольника АВС перпендикулярны и 

пересекаются в точке Р.
а) Докажите, что СР АВ.
б) Найдите площадь треугольника АВС, если АС = 3 и ВС = 4.
1.36.2. Медианы LP и MQ треугольника KLM перпендикулярны и 

пересекаются в точке G.
а) Докажите, что отрезок PQ равен медиане GE треугольника LGM.
б) Найдите PQ, если KL = 22 и К.М = 31.
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Решение задачи 2 из диагностической работы

2. В треугольнике АВС проведена медиана ВМ. Известно, что 
sin ZABM 1 ВС
Д7~ = 2- Наиднте 0ТН0ШеНИе АВ'

- 1Ответ'. -.
Р е ш е н и е. На продолжении медианы 

ВМ за точку М отложим отрезок MD, рав­
ный ВМ. Диагонали АС и BD четырёхуголь­
ника ABCD делятся точкой пересечения М 
пополам, значит, ABCD—параллелограмм. 
Поэтому

AD = ВС и /ADB = ZCBM.

По теореме синусов из треугольника ABD 
находим, что

AD _ sin A ABD _ sin А ABM _ _1 
АВ ~ sinZADB ~ sin ZCBM ~ 2‘

„ ВС AD 1Следовательно, — = — = х.
/125 Ad Zi

Во многих случаях для решения задачи удобно применить такое 
дополнительное построение, мы будем называть его удвоением меди­
аны.

На продолжении медианы AM треугольника АВС за точку М 
отложим отрезок MD, равный AM. Тогда диагонали AD и ВС четы­
рёхугольника ABDC точкой пересечения М делятся пополам, значит, 
ABDC — параллелограмм. Далее применяем свойства параллело­
грамма.

Пример 1. Найдите площадь треугольника, если две его стороны 
равны 1 и а/15, а медиана, проведённая к третьей, равна 2.

„ 715Ответ:
Решение. Пусть AM — медиана треугольника ABC, AM — 2, 

АВ = /15, АС = 1. На продолжении медианы AM за точку М отложим 
отрезок MD, равный AM. Тогда ABDC — параллелограмм, поэтому 
BD=AC = 1.
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Треугольник ABD прямоугольный, так как AD2 = АВ2 + BD2. Сле­
довательно,

5дАВС = ^AABD = ~~

Пример 2. Стороны треугольника равны а, Ь, с. Докажите, что 
медиана, проведённая к стороне с, равна - V 2а2 + 2Ь2 — с2.

Доказательство. Пусть АВ = с, ВС = а, АС = Ь — стороны 
треугольника АВС; СМ = т — медиана треугольника.

На продолжении медианы СМ за точку М отложим отрезок MD, 
равный СМ. Тогда ACBD — параллелограмм. Поэтому

CD2 + AB2 = 2(АС2 + ВС2), или 4т2 + с2 = 2(я2 + Ь2).
Отсюда находим, что

т2 = |(2а2 + 2Ь2-с2). □
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Пример 3. Площадь треугольника АВС равна S. Найдите площадь 
треугольника, стороны которого равны медианам треугольника АВС.

3
Ответ: '^S.

Решение. Пусть М — точка пересечения медиан треугольника 
АВС, А15 В1г Су —середины сторон ВС, АС и АВ соответственно, S — 
площадь треугольника ABC, S' — площадь треугольника, составлен­
ного из медиан треугольника АВС.

На продолжении медианы МАу треугольника ВМС за точку Ау 
отложим отрезок A^D, равный МАу. Медианы треугольника делят­
ся их точкой пересечения в отношении 2 : 1, считая от вершины, 

2
поэтому MD = 2АуМ = AM = ААу. Четырёхугольник MBDC — парал- 

2 2лелограмм, поэтому CD = BM = ОВВу. Кроме того, СМ = - СС .
Таким образом, треугольник, составленный из медиан треугольни­

ка АВС, подобен треугольнику MDC, причём коэффициент подобия 
3 9равен значит, S' = ^SAMDC.

Известно, что медианы разбивают треугольник на шесть равнове­
ликих треугольников, поэтому

= gS, a SAMDC = 25дЛ1МС = gS.

Следовательно, 
,9 9 13S = = ф ‘ = ^S. <
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Пример 4. Диагонали трапеции равны 3 и 5, а отрезок, соединя­
ющий середины оснований, равен 2. Найдите площадь трапеции.

Ответ: 6.
Решение. Пусть М и К — середины оснований ВС и AD тра­

пеции ABCD, АС = 3, BD = 5. Через вершину С меньшего основа­
ния ВС проведём прямую, параллельную диагонали BD, до пере­
сечения с прямой AD в точке Р и прямую, параллельную МК, до 
пересечения с прямой AD в точке Q. Тогда

AQ = AK + KQ = АК + МС = ^AD + ^BC =

= ±(AD \ ВС) = O\D ■ DP] = ±AP,

поэтому CQ — медиана треугольника АСР. Теперь известно, что

CQ = МК = 2, АС = 3, СР = BD = 5, SABCD = S^ACP.

На продолжении медианы CQ за точку Q отложим отрезок QF, равный 
CQ. Стороны треугольника СВР равны:

CF = 2CQ = 4, СР = BD = 5, FP = АС = 3.

Этот треугольник прямоугольный (СР2 = CF2 +PF2), поэтому

Sacfp= ±-CF-PF = 6.

Следовательно,
$авсе = Здаср = Здсрр — 6.

(Кстати, отрезок МК проходит через точку пересечения диагоналей 
трапеции, но это нам не понадобилось.) <з
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Подготовительные задачи

2.1. Медиана AM треугольника АВС ража т и образует со сторо­
нами АВ и АС углы аир соответственно. Найдите эти стороны.

2.2. В треугольнике АВС известно, что BD — медиана, BDАВ■ -р-, 
a ADBC = 90°. Найдите угол ABD.

2.3. Найдите площадь треугольника, если две его стороны равны 
27 и 29, а медиана, проведённая к третьей, равна 26.

2.4. Стороны треугольника равны 11, 13 и 12. Найдите медиану, 
проведённую к большей стороне.

2.5. В треугольнике две стороны равны 11 и 23, а медиана, прове­
дённая к третьей, равна 10. Найдите третью сторону.

2.6. В равнобедренном треугольнике с боковой стороной, рав­
ной 4, проведена медиана к боковой стороне. Найдите основание 
треугольника, если медиана равна 3.

2.7. Основание равнобедренного треугольника равно 4а/2, а меди­
ана, проведённая к боковой стороне, равна 5. Найдите боковые сто­
роны.

2.8. В треугольнике АВС известны стороны АВ = 2 и АС = 4 и ме­
диана AM = Найдите угол ВАС.

2.9. В треугольнике АВС отрезок AD —медиана, AD = т, АВ = а, 
АС = Ъ. Найдите угол ВАС.

Тренировочные задачи

2.10. Две стороны треугольника равны 10 и 12, а медиана, прове­
дённая к третьей, равна 5. Найдите площадь треугольника.

2.11. Найдите площадь треугольника, медианы которого равны 3, 
4 и 5.

2.12. Найдите площадь треугольника, медианы которого равны 10, 
10 и 16.

2.13. Найдите площадь треугольника, медианы которого равны 12, 
15 и 21.

2.14. Медиана AD и высота СЕ равнобедренного треугольника АВС 
(АВ = ВС) пересекаются в точке Р. Найдите площадь треугольника 
АВС, если СР = 5, РЕ = 2.

2.15. Медиана AM и биссектриса CD прямоугольного треугольни­
ка АВС (АВ = 90°) пересекаются в точке О. Найдите площадь тре­
угольника АВС, если СО = 9, OD = 5.
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2.165 Внутри прямоугольного треугольника АВС с прямым углом 
при вершине С отмечена точка О, причём ОА = ОВ = Ъ. Известно так­
же, что CD — высота треугольника АВС, точка Е — середина отрез­
ка ОС, DE = а. Найдите СЕ.

Задачи на доказательство и вычисление

2.17.1. Медиана AM треугольника АВС продолжена за точку М на 
расстояние MD = AM.

а) Докажите, что CD = АВ.
б) Найдите площадь треугольника АВС, если АВ = 10, АС = 12, 

AM = 5.
2.17.2. Медиана СК треугольника АВС продолжена за точку К на 

расстояние КМ = СК.
а) Докажите, что AM || ВС.
б) Найдите площадь треугольника АВС, если АС = 10, ВС = 24, 

СК =13.
2.18.1. В треугольнике АВС высота BD равна 6, медиана СЕ рав­

на 5, расстояние от точки пересечения отрезков BD и СЕ до стороны 
АС равно 1.

а) Докажите, что CD : AD = 1:4.
б) Найдите площадь треугольника АЕС.
2.18.2. В треугольнике АВС высота АН равна 30, медиана ВМ рав­

на 25, расстояние от точки пересечения отрезков ВМ и АН до стороны 
ВС равно 6.

а) Докажите, что ВН: СН =1:3.
б) Найдите площадь треугольника AM В.
2.19.1. Дан треугольник АВС со сторонами АВ = 3, АС = /73 и ме­

дианой AM = 4.
а) Докажите, что медиана AM перпендикулярна стороне АВ.
б) Найдите высоту треугольника АВС, проведённую из верши­

ны А.
2.19.2. Дан треугольник АВС со сторонами АВ = 14, ВС = 8 и меди­

аной ВМ = 9.
а) Докажите, что треугольник АВС равнобедренный.
б) Найдите высоту треугольника АВС, проведённую из вершины В.
2.20.1. На сторонах АС и ВС треугольника АВС вне треугольника 

построены квадраты ACDE и BFKC. Точка М — середина стороны АВ.
а) Докажите, что СМ = -DK.
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б) Найдите расстояния от точки М до центров квадратов, если 
АС = 6, ВС = 10 и /АСВ = 30°.

2.20.2. На сторонах АС и ВС треугольника АВС вне треугольника 
построены квадраты ACDE и BFKC. Точка L — середина отрезка DK.

а) Докажите, что CL = ^ АВ.

б) Найдите расстояние между центрами квадратов, если АС = 2л/2, 
ВС = 3 V6 и /АСВ 60°.

2.21.1. В трапеции ABCD основания ВС и AD относятся как 1: 2. 
Пусть К — середина диагонали АС. Прямая DK пересекает сторону АВ 
в точке L.

а) Докажите, что AL = 2BL.
б) Найдите площадь четырёхугольника BCKL, если площадь трапе­

ции ABCD равна 9.

2.21.2. В трапеции ABCD основания ВС и AD относятся как 1: 3. 
Пусть М— середина боковой стороны CD. Прямая AM пересекает 
диагональ BD в точке Р.

а) Докажите, что BP: PD = 4: 3.
б) Найдите площадь четырёхугольника ВСМР, если площадь тра­

пеции ABCD равна 56.

2.22.1. Медианы ААЪ ВВ} и ССД треугольника АВС пересекаются 
в точке М. Известно, что АС = ЗМВ.

а) Докажите, что треугольник АВС прямоугольный.
б) Найдите сумму квадратов медиан А А, и СС15 если АС = 30.

2.22.2. Медианы A4r, BBT и СС2 треугольника АВС пересекаются 
в точке М. Известно, что АС = 6MB-L.

а) Докажите, что треугольник АВС прямоугольный.
б) Найдите сумму квадратов медиан ААг и СС1з если АС = 12.

2.23.1. Медиана AM и высота СН равнобедренного треугольника 
АВС (АВ = ВС) пересекаются в точке К. Известно, что СК = 5, КН = 1.

а) Докажите, что АН : ВН =1:4.
б) Найдите площадь треугольника АВС.

2.23.2. Медиана GA и высота НВ остроугольного равнобедренного 
треугольника PGH (FG — FH) пересекаются в точке С. Известно, что 
FG = 20, СН= 10.

СНа) Докажите, что tg /AGF = -7-.
б) Найдите площадь треугольника FGH.
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2.24.1. В треугольнике АВС биссектриса BE и медиана AD перпен­
дикулярны.

а) Докажите, что СЕ = 2АЕ.
б) Найдите стороны треугольника АВС, если ВЕ = AD = 8.
2.24.2. В треугольнике АВС сторона АВ вдвое больше стороны АС.
а) Докажите, что медиана СМ перпендикулярна биссектрисе АК.
б) Найдите сторону ВС, если АС = 5, АК = 4.
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Решение задачи 3 из диагностической работы

3. В выпуклом четырёхугольнике ABCD отрезки, соединяющие се­
редины противоположных сторон, пересекаются под углом 60°, а их 
длины относятся как 1:3. Чему равна меньшая диагональ четырёх­
угольника ABCD, если большая равна /39?

Ответ: /21.
Решение. Середины сторон любого четырёхугольника явля­

ются вершинами параллелограмма, стороны которого параллельны 
диагоналям четырёхугольника и соответственно равны их полови-

А

D С

нам. Обозначим через х и Зх половины диагоналей параллелограмма. 
Поскольку угол между ними равен 60°, то по теореме косинусов 
квадраты сторон параллелограмма равны

х2 + 9х2 - Зх2 = 7х2, х2 + 9х2 + Зх2 = 13х2.

Поскольку большая диагональ четырёхугольника равна /39, ббль- 
/39 1О 2 39шая сторона параллелограмма равна ——-,т. е. 13х = —, откуда

/3 „ л? /2Тх = —-. Тогда меньшая сторона параллелограмма равна х/7 = 
Следовательно, меньшая диагональ данного четырёхугольника рав­
на /21. <1

Для решения задач этого раздела нужно знать свойства и признаки 
параллелограмма, теорему о средней линии треугольника, теорему 
о медианах треугольника (медианы треугольника пересекаются в од­
ной точке и делятся ею в отношении 2 : 1, считая от вершины тре­
угольника), а также следующие важные факты.

Теорема. Сумма квадратов диагоналей параллелограмма равна 
сумме квадратов всех его сторон.



24 § 3. Параллелограмм. Средняя линия треугольника

Доказательство. Пусть АС и BD —диагонали параллело­
грамма ABCD. По теореме косинусов из треугольников ABD и ACD 
находим, что

BD2 = АВ2 + AD2 - 2АВ ■ AD cos ABAD,

AC2 = AD2 + CD2 - 2AD ■ CD cos AADC =

= AD2 + CD2 - 2AD ■ CD cos(180° - ABAD} =

= AD2 + CD2 + 2AD ■ CD cos ABAD.

Следовательно,
BD2 + AC2 = 2-AB2 + 2-AD2.

Теорема доказана. □
Теорема. Середины сторон любого четырёхугольника являются 

вершинами параллелограмма.
Доказательство. Пусть М, N, К, L — середины сторон 

соответственно АВ, ВС, CD, AD четырёхугольника ABCD. Поскольку 
MN — средняя линия треугольника АВС, то MN = у АС и MN || АС. 

Аналогично докажем, что KL = -г; АС и KL || АС. Значит, MN = KL и

MN || KL. Следовательно, четырёхугольник MNKL — параллелограмм. 
Теорема доказана. □

Пример 1. В выпуклом четырёхугольнике отрезки, соединяющие 
середины противоположных сторон, равны соответственно а и Ъ и пе­
ресекаются под углом 60°. Найдите диагонали четырёхугольника.

Ответ: у а2+ b2 + ab, \/а2 + b2 - ab.
Решение. Середины сторон любого четырёхугольника являют­

ся вершинами параллелограмма. В данном случае диагонали парал­
лелограмма равны а и Ь, а угол между ними равен 60°.
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Стороны параллелограмма найдём по теореме косинусов:

| а/a2 + b2 + ab, | \/a2 + b2 -ab.

Следовательно, диагонали данного четырехугольника равны

\/а2+ Ъ2 + аЪ и \/а2 + b2 - ab. <1

Пример 2. В выпуклом четырёхугольнике ABCD длина отрезка, 
соединяющего середины сторон АВ и CD, равна 1. Прямые ВС и AD 
перпендикулярны. Найдите длину отрезка, соединяющего середины 
диагоналей АС и BD.

Ответ: 1.
Решение. Пусть М и N — середины сторон соответственно 

АВ и CD четырёхугольника ABCD, a Р и Q — середины его диаго­
налей (соответственно АС и BD). Тогда МР— средняя линия тре­
угольника ABC, a QN — средняя линия треугольника DBC. Поэтому 
MP = ~BC = QN, MP\\BC\\QN.

Значит, четырёхугольник MPNQ — параллелограмм. Его соседние 
стороны МР и MQ соответственно параллельны прямым ВС и AD, 
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поэтому MP A MQ. Следовательно, четырёхугольник MPNQ — прямо­
угольник. Диагонали прямоугольника равны, поэтому PQ=MN=1. <

Пример 3. Вершины одного параллелограмма лежат по одной на 
сторонах другого. Докажите, что центры параллелограммов совпа­
дают.

Доказательство. Пусть вершины К, L, М и N параллело­
грамма KLMN лежат соответственно на сторонах АВ, ВС, CD и AD 
параллелограмма ABCD, а диагональ LN первого параллелограмма 
пересекается с диагональю АС второго в точке О.

Треугольники CLM и ANK равны по стороне и прилежащим к ней 
углам, поэтому CL = AN. Тогда треугольники COL и AON также равны 
по стороне и прилежащим к ней углам, значит, СО = АО и LO = ON. 
Таким образом, точка О —общая середина диагонали LN параллело­
грамма KLMN и диагонали АС параллелограмма ABCD, т. е. О — об­
щий центр этих параллелограммов, что и требовалось доказать. □

Подготовительные задачи

3.1. Расстояние между серединами взаимно перпендикулярных 
хорд АС и ВС некоторой окружности равно 10. Найдите диаметр 
окружности.

3.2. Диагональ параллелограмма делит его угол на части в 30° 
и 45°. Найдите отношение сторон параллелограмма.

3.3. Вершины М и N квадрата KLMN лежат на гипотенузе АВ пря­
моугольного треугольника ABC (N между В и М), а вершины К и L — 
на катетах ВС и АС соответственно. Известно, что AM = а и BN = Ь. 
Найдите площадь квадрата.

3.4. Сторона ВС параллелограмма ABCD вдвое больше стороны 
АВ. Биссектрисы углов А и В пересекают прямую CD в точках М и N, 
причём MN = 12. Найдите стороны параллелограмма.
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3.5. Найдите расстояние от центра ромба до его стороны, если ост­
рый угол ромба равен 30°, а сторона равна 4-

3.6. В четырёхугольнике ABCD известны углы: ZDAB=90°, ADBC = 
=90°. Кроме того, DB = a, DC = b. Найдите расстояние между центра­
ми двух окружностей, одна из которых проходит через точки D, А, В, 
а другая — через точки В, С, D.

3.7. На сторонах АВ и CD прямоугольника ABCD взяты точки К 
и М так, что АКСМ — ромб. Диагональ АС образует со стороной АВ 
угол 30°. Найдите сторону ромба, если наибольшая сторона прямо­
угольника ABCD равна 3.

Тренировочные задачи

3.8. В треугольник, две из трёх сторон которого равны 9 и 15, впи­
сан параллелограмм так, что одна из его сторон, равная 6, лежит на 
третьей стороне треугольника, а диагонали параллелограмма парал­
лельны двум данным сторонам треугольника. Найдите другую сторо­
ну параллелограмма и третью сторону треугольника.

3.9. Стороны параллелограмма равны а и b Найдите диа­
гонали четырёхугольника, образованного пересечениями биссектрис 
углов параллелограмма.

3.10. Отрезки, соединяющие середины противоположных сторон 
выпуклого четырёхугольника, взаимно перпендикулярны и равны 2 
и 7. Найдите площадь четырёхугольника.

3.11. Отрезки, соединяющие середины противоположных сторон 
выпуклого четырёхугольника, равны между собой. Найдите площадь 
четырёхугольника, если его диагонали равны 8 и 12.

3.12. Дан выпуклый четырёхугольник, диагонали которого перпен­
дикулярны и равны а и Ъ. Найдите площадь четырёхугольника с вер­
шинами в серединах сторон данного.

3.13. Диагонали трапеции взаимно перпендикулярны, а средняя 
линия равна 5. Найдите отрезок, соединяющий середины оснований.

3.14. Диагонали выпуклого четырёхугольника равны а и Ь, а отрез­
ки, соединяющие середины противоположных сторон, равны между 
собой. Найдите площадь четырёхугольника.

3.15. Диагонали выпуклого четырёхугольника равны с и d и пе­
ресекаются под углом 45°. Найдите отрезки, соединяющие середины 
противоположных сторон четырёхугольника.
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3.16. В четырёхугольнике ABCD диагонали АС и BD относятся как 
1:4, а угол между ними равен 60°. Чему равен больший из отрезков, 
соединяющих середины противоположных сторон четырёхугольника 
ABCD, если меньший равен /26?

3.17. Окружность, построенная на стороне AD параллелограмма 
ABCD как на диаметре, проходит через вершину В и середину стороны 
ВС. Найдите углы параллелограмма.

3.18. Из вершины А треугольника АВС опущены перпендикуляры 
AM и АР на биссектрисы внешних углов В и С. Известно, что пери­
метр треугольника АВС равен 10. Найдите РМ.

3.19. Прямая имеет с параллелограммом ABCD единственную об­
щую точку В. Вершины А и С удалены от этой прямой на расстояния, 
равные а и Ъ. На какое расстояние удалена от этой прямой верши­
на D?

3.20. Гипотенуза прямоугольного треугольника служит стороной 
квадрата, расположенного вне треугольника. Найдите расстояние от 
вершины прямого угла треугольника до центра квадрата, если катеты 
треугольника равны а и Ь.

3.21. В выпуклом четырёхугольнике ABCD отрезок, соединяющий 
середины диагоналей, равен отрезку, соединяющему середины сто­
рон AD и ВС. Найдите угол, образованный продолжениями сторон АВ 
и CD.

3.22. Дан параллелограмм со сторонами 1 и 2 и острым углом 60°. 
На двух его противоположных сторонах как на основаниях построены 
вне параллелограмма равнобедренные треугольники с углами 120° 
при вершинах. Найдите расстояние между этими вершинами.

3.23. Четырёхугольник ABCD, диагонали которого взаимно пер­
пендикулярны, вписан в окружность с центром О. Найдите расстоя­
ние от точки О до стороны АВ, если известно, что CD = 8.

3.24! Точки М, К, N и L — середины сторон соответственно АВ, ВС, 
CD и DE пятиугольника ABCDE, Р и Q — середины отрезков MN и KL 
соответственно. Известно, что PQ = 1. Найдите сторону АЕ.

Задачи на доказательство и вычисление

3.25.1. Четырёхугольник ABCD вписан в окружность с центром О. 
Диагонали четырёхугольника перпендикулярны, пересекаются в точ­
ке Р, отличной от О, и не проходят через точку О. Точки М и N — 
середины диагоналей АС и BD соответственно.

а) Докажите, что прямая ОР проходит через середину отрезка MN.
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б) Найдите площадь четырёхугольника OMPN, если АС - - BD, а 
MN АО.

3.25.2. Четырёхугольник ABCD вписан в окружность с центром О. 
Диагонали четырёхугольника равны и перпендикулярны, пересека­
ются в точке Р, отличной от О, и не проходят через точку О. Точки М 
nN — середины диагоналей АС и BD соответственно.

а) Докажите, что четырёхугольник OMPN — квадрат.
б) Найдите площадь этого квадрата, если радиус окружности ра­

вен 13 и АС = BD = 24.

3.26.1. Дан четырёхугольник ABCD.
а) Докажите, что отрезки LN и КМ, соединяющие середины его 

противоположных сторон, делят друг друга пополам.
б) Найдите площадь четырёхугольника ABCD, если LM — З-УЗ, 

КМ = 6д/3, ZKML = 60°.

3.26.2. Дан четырёхугольник ABCD.
а) Докажите, что отрезки LN и КМ, соединяющие середины его 

противоположных сторон, делят друг друга пополам.
б) Найдите площадь четырёхугольника ABCD, если KL — 6, КМ = 

= 4л/3, КМК1 = 30°.

3.27.1. В параллелограмме лежат две окружности, касающиеся 
друг друга и трёх сторон параллелограмма каждая.

а) Докажите, что одна из сторон параллелограмма видна из центра 
одной из окружностей под прямым углом.

б) Найдите площадь параллелограмма, если радиус одной из 
окружностей равен 2, а один из отрезков стороны параллелограмма 
от вершины до точки касания с одной из окружностей равен 4.

3.27.2. В параллелограмме ABCD, одна из сторон которого вдвое 
больше другой, лежат две окружности, касающиеся друг друга и трёх 
сторон параллелограмма каждая.

а) Докажите, что прямая, проходящая через вершину А параллело­
грамма и центр ближайшей к ней окружности, делит пополам сторо­
ну ВС.

б) Найдите площадь параллелограмма, если АС = 4 /5.

3.28.1. Отрезок, соединяющий вершину А ромба ABCD с середи­
ной стороны ВС, равен стороне ромба.

а) Докажите, что высота ромба, проведённая из вершины С, делит 
сторону AD на отрезки, один из которых втрое больше другого.

б) Найдите диагональ АС ромба, если сторона ромба равна Уб.
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3.28.2. Диагонали параллелограмм ABCD пересекаются в точке О.
а) Докажите, что прямая, проходящая через вершину В и середи­

ну отрезка ОС, делит сторону CD на отрезки, один из которых вдвое 
больше другого.

б) Пусть ABCD —ромб с диагоналями BD = 18, АС = 48. Найдите 
длину отрезка этой прямой, заключённого внутри ромба.

3.29.1. Окружность, построенная на стороне AD параллелограмма 
ABCD как на диаметре, проходит через точку пересечения диагоналей 
параллелограмма.

а) Докажите, что ABCD —ромб.
б) Эта окружность пересекает сторону АВ в точке М, причём 

AM: МВ = 2:1. Найдите диагональ АС, если AD = \/б.

3.29.2. На стороне AD ромба ABCD как на диаметре построена 
окружность.

а) Докажите, что она проходит через точку пересечения диагона­
лей ромба.

б) Эта окружность пересекает сторону АВ в середине М. Найдите 
СМ, если AD = 2 /7.

3.30.1. В треугольнике АВС проведены биссектрисы ААг и СС15 
точки К и М — основания перпендикуляров, опущенных из точки В 
на прямые ЛА, и ССР

а) Докажите, что МК || АС.
б) Найдите площадь треугольника КВМ, если АС = 10, ВС = 6, 

АВ = 8.

3.30.2. В треугольнике АВС с углом 120° при вершине А прове­
дены биссектрисы ВВ} и СС-. Р и Q— основания перпендикуляров, 
опущенных из точки А на прямые BBr и ССР

а) Докажите, что CPAQ = 30°.
б) Найдите площадь части треугольника АВС, заключённой между 

лучами АР и AQ, если АР = 6, AQ = 8.

3.31.1. В равнобедренном треугольнике АВС с углом 120° при вер­
шине А проведена биссектриса BD. В треугольник АВС вписан пря­
моугольник DEPH так, что сторона НЕ лежит на отрезке ВС, а верши­
на Е — на отрезке АВ.

а) Докажите, что ЕН = 2DH.
б) Найдите площадь прямоугольника DEFH, если АВ = 4.

3.31.2. В равнобедренном прямоугольном треугольнике АВС с пря­
мым углом при вершине В проведена биссектриса АК. В треугольник 
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АВС вписан прямоугольник KLMN так, что сторона MN лежит на от­
резке АС, а вершина L — на отрезке АВ.

а) Докажите, что MN = C2KN.
б) Найдите площадь прямоугольника KLMN, если АВ = 1.
3.32.1. Дан параллелограмм ABCD. Окружности, вписанные в тре­

угольники ABD и BDC, касаются диагонали BD в точках М и N со­
ответственно, Окружности, вписанные в треугольники АВС и ADC, 
касаются диагонали АС в точках К и L соответственно.

а) Докажите, что MKNL —прямоугольник.
б) Найдите площадь этого прямоугольника, если известно, что 

ВС — АВ = 4, а угол между диагоналями параллелограмма ABCD 
равен 30°.

3.32.2. Дан прямоугольник ABCD. Окружности, вписанные в тре­
угольники ABD и BDC, касаются диагонали BD в точках М и N со­
ответственно. Окружности, вписанные в треугольники АВС и ADC, 
касаются диагонали АС в точках К и L соответственно.

а) Докажите, что MKNL—прямоугольник, подобный исходному.
б) Найдите коэффициент подобия, если косинус угла между диаго-

7 налами исходного прямоугольника равен -^.
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Решение задачи 4 из диагностической работы

4. Найдите площадь трапеции с основаниями 18 и 13 и боковыми 
сторонами 3 и 4.

Ответ: 37,2.
Решение. Через вершину С меньшего основания ВС трапеции 

ABCD (ВС = 13, AD = 18, АВ = 4, CD = 3) проведём прямую, парал­
лельную боковой стороне АВ, до пересечения с основанием AD в точ­
ке К. Тогда СК = АВ = 4, DK = AD - АК = AD - ВС = 18 - 13 = 5, CD = 3.

13

Треугольник KCD прямоугольный, так как KD2 = CD2 + СК2. Его высо- 
3-412та, опущенная на гипотенузу, равна = —. Следовательно,

„ 18 + 13 12 „
^ABCD — 2 5 — 43

При решении задач на трапецию во многих случаях полезны до­
полнительные построения, связанные с параллельным переносом бо­
ковой стороны или диагонали.

Пример 1. Найдите площадь трапеции, диагонали которой равны 
7 и 8, а основания — 3 и 6.

Ответ: 12а/5.
Решение. Через вершину С меньшего основания ВС трапеции 

ABCD (ВС = 3, AD = 6, BD = 8, АС = 7) проведём прямую, параллель-
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ную диагонали BD, до пересечения с прямой AD в точке К. Найдём 
стороны треугольника АСК:

АС = 7, СК = BD = 8, АК = AD + DK = AD + ВС = 6 + 3 = 9.

По формуле Герона

5даж = /12-5'4'3 = 6 ■ 2V5 = 12а/5,

а так как треугольники CDK и АВС равновелики, получаем

$abcd = ласк — 12\/5. <

При решении задач, связанных с равнобедренной трапецией, кро­
ме общеизвестных свойств и признаков (углы при основании равны, 
диагонали равны и образуют равные углы с основанием и т. д.) иногда 
полезно применить следующее свойство: проекция боковой стороны 
равнобедренной трапеции на основание равна полуразности основа­
ний, а проекция диагонали — полусумме.

Пример 2. Трапеция ABCD с основаниями AD и ВС (AD > ВС)
3 вписана в окружность с центром О. Известно, что sin КАО В = = , 

а средняя линия трапеции равна а. Найдите высоту трапеции.
Ответ: За или |а.

Решение. Трапеция ABCD вписана в окружность, поэтому она 
равнобедренная. Обозначим АЛОВ = а. Поскольку АО В—централь­
ный угол окружности, a ADB — вписанный,

KADB=^ААОВ=

AD -{-ВСПусть ВН — высота трапеции. Тогда DH = 2 , т. е. катет DH
прямоугольного треугольника BHD равен средней линии трапеции. 
Следовательно, ВН = DH tg ~ = a tg ~.

По условию задачи sma= поэтому 

cos a = - \/1 — sin2 а = — /
или
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3
а _ sing _ 5 _ 1

г 2 — 1 + cos а ~ | , 4 — 3
5

Тогда 

или
3

а _ sing _ 5 _ „
& 2 — 1 + cosg — _ 4 — '

5
(X 1Следовательно, BD = a tg или BD = За. <

Отметим ещё одно важное свойство трапеции.
Иногда эту теорему называют замечательным свойством трапе­

ции.
Теорема. Точка пересечения диагоналей любой трапеции, точка 

пересечения продолжений боковых сторон и середины оснований ле­
жат на одной прямой.

Доказательство. Пусть диагонали АС и BD трапеции 
ABCD пересекаются в точке Р, а продолжения боковых сторон АВ 
и CD — в точке Q.
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Через середину М основания ВС и точку Р проведём прямую. 
Пусть она пересекает основание AD в точке N. Тогда треугольник 
BMP подобен треугольнику DNP, а треугольник СМР— треугольнику 
ANP, причём в обоих случаях коэффициент подобия равен Зна-

ВМ MP CM п.г ВМ-AN ...чит, — = — = —■, а так как ВМ = СМ, то DN = ——— = AN, г. е. 
N — середина основания AD. Следовательно, отрезок, соединяющий 
середины оснований трапеции, проходит через точку пересечения
диагоналей.

Аналогично докажем, что прямая, проведённая через середины ос­
нований трапеции, проходит через точку пересечения Q продолжений 
боковых сторон. Следовательно, точки Р, Q и середины оснований 
трапеции лежат на одной прямой, что и требовалось доказать. □

Подготовительные задачи

4.1. Найдите площадь трапеции, параллельные стороны которой 
равны 16 и 44, а непараллельные —17 и 25.

4.2. Найдите площадь трапеции с основаниями 11 и 4 и диагона­
лями 9 и 12.

4.3. В равнобедренной трапеции основания равны 40 и 24, а её 
диагонали взаимно перпендикулярны. Найдите площадь трапеции.

4.4. Диагонали равнобедренной трапеции перпендикулярны. Най­
дите площадь трапеции, если её средняя линия равна 5.

4.5. Трапеция с основаниями 14 и 40 вписана в окружность ради­
уса 25. Найдите высоту трапеции.



36 § 4. Трапеция

4.6. Диагональ равнобедренной трапеции равна 10 и образует 
угол 60° с основанием трапеции. Найдите среднюю линию трапеции.

4.7. Окружность с центром О вписана в трапецию с боковой сто­
роной АВ. Найдите угол АО В.

4.8. Меньшая боковая сторона прямоугольной трапеции равна 3, 
а большая образует угол 30° с одним из оснований. Найдите это ос­
нование, если на нём лежит точка пересечения биссектрис углов при 
другом основании.

4.9. Основания трапеции равны 1 и 6, а диагонали — 3 и 5. Под 
каким углом видны основания из точки пересечения диагоналей?

4.10. Основания трапеции равны а и Ъ (а>Ъ). Найдите длину от­
резка, соединяющего середины диагоналей трапеции.

4.11. Основания равнобедренной трапеции равны а и Ь (а > Ь), ост­
рый угол равен 45°. Найдите площадь трапеции.

Тренировочные задачи

4.12. В трапеции ABCD углы А и D при основании AD соответ­
ственно равны 60° и 90°. Точка N лежит на основании ВС, причём 
BN : ВС = 2 : 3. Точка М лежит на основании AD, прямая MN парал­
лельна боковой стороне АВ и делит площадь трапеции пополам. Най­
дите АВ: ВС.

4.13. Площадь равнобедренной трапеции, описанной около окруж­
ности, равна S. Найдите среднюю линию трапеции, если острый угол 
при её основании равен а.

4.14. Окружность, вписанная в трапецию, касается одной из боко­
вых сторон в точке, делящей её на отрезки, равные а и Ь. Найдите 
радиус окружности.

4.15. В прямоугольную трапецию вписана окружность радиуса R.
4 

Найдите стороны трапеции, если её меньшее основание равно R.

4.16. Боковая сторона равнобедренной трапеции равна а, средняя 
линия равна Ъ, а углы при большем основании равны 30°. Найдите 
радиус окружности, описанной около трапеции.

4.17. Основания трапеции равны 4 и 16. Найдите радиусы окруж­
ностей, вписанной в трапецию и описанной около неё, если известно, 
что эти окружности существуют.

4.18. Окружность вписана в равнобедренную трапецию с основа­
ниями а и Ъ. Найдите диагональ трапеции.
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4.19. Известно, что высота трапеции равна 15, а диагонали трапе­
ции равны 17 и 113. Чему равна площадь трапеции?

4.20. Боковые стороны трапеции лежат на перпендикулярных пря­
мых. Найдите площадь четырёхугольника с вершинами в серединах 
диагоналей и серединах оснований трапеции, если её боковые сторо­
ны равны а и Ъ.

4.21. Найдите диагональ и боковую сторону равнобедренной тра­
пеции с основаниями 20 и 12, если известно, что центр её описанной 
окружности лежит на большем основании.

4.22. Трапеция с высотой h вписана в окружность. Боковая сторо­
на трапеции видна из центра окружности под углом 120°. Найдите 
среднюю линию трапеции.

4.23. Площадь равнобедренной трапеции равна л/3. Угол между 
диагональю и основанием на 20° больше угла между диагональю и бо­
ковой стороной. Найдите острый угол трапеции, если её диагональ 
равна 2.

4.24. Биссектрисы тупых углов при основании трапеции пересе­
каются на другом её основании. Найдите стороны трапеции, если её 
высота равна 12, а длины биссектрис равны 15 и 13.

4.25. Четырёхугольник ABCD вписан в окружность с центром О, 
АВОА = ACOD = 60°. Перпендикуляр ВК, опущенный из вершины В 
на сторону AD, равен 6; ВС в три раза меньше AD. Найдите площадь 
треугольника COD.

4.26. Дана трапеция ABCD с основаниями AD = 3\/39 и ВС = а/39. 
Кроме того, дано, что угол BAD равен 30°, а угол ADC равен 60°. Через 
точку D проходит прямая, делящая трапецию на две равновеликие 
фигуры. Найдите длину отрезка этой прямой, находящегося внутри 
трапеции.

4.27. Отрезок, соединяющий середины оснований трапеции, ра­
вен 3. Углы при большем основании трапеции равны 30° и 60’. Най­
дите высоту трапеции.

4.28. В трапеции ABCD известны боковые стороны АВ = 27, CD =
2

= 28, основание ВС = 5 и cos ABCD = —j- Найдите диагональ АС.

4.29. Основание АВ трапеции ABCD вдвое больше основания CD 
и вдвое больше боковой стороны AD. Диагональ АС равна а, а боко­
вая сторона ВС равна Ъ. Найдите площадь трапеции.

4.30. Трапеция ABCD разделена прямой, параллельной её основа­
ниям AD и ВС, на две равновеликие трапеции. Найдите отрезок этой 
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прямой, заключённый между боковыми сторонами, если основания 
трапеции равны а и Ъ.

4.31. В трапеции ABCD (AD || ВС) угол ADB в два раза меньше уг­
ла АСВ. Известно, что ВС = АС = 5 и AD = 6. Найдите площадь тра­
пеции.

4.32. Дана трапеция ABCD, диагонали АС и BD которой пересе­
каются под прямым углом, а продолжения боковых сторон АВ и DC 
пересекаются в точке К под углом 30®. Известно, что ABAC = ACDB, 
а площадь трапеции равна S. Найдите площадь треугольника AKD.

4.33. Окружность, построенная на основании AD трапеции ABCD 
как на диаметре, проходит через середины боковых сторон АВ и CD 
трапеции и касается основания ВС. Найдите углы трапеции.

4.34. Окружность, построенная на основании ВС трапеции ABCD 
как на диаметре, проходит через середины диагоналей АС и BD тра­
пеции и касается основания AD. Найдите углы трапеции.

4.35. Диагональ BD трапеции ABCD равна т, а боковая сторо­
на AD равна п. Найдите основание CD, если известно, что основание, 
диагональ и боковая сторона трапеции, выходящие из вершины С, 
равны между собой.

4.36? Дана равнобедренная трапеция, в которую вписана окруж­
ность и около которой описана окружность. Отношение высоты тра­

пеции к радиусу описанной окружности равно у |. Найдите углы тра­
пеции.

4.371 На боковых сторонах АВ и CD трапеции ABCD взяты точки 
Р и Q соответственно, причём АР : РВ = 2 : 3. Отрезок PQ разбивает 
трапецию на части, одна из которых по площади втрое больше другой. 
Найдите отношение CQ : QD, если AD = 2ВС.

4.38? Около окружности описана трапеция ABCD, боковая сторона 
АВ перпендикулярна основаниям, М— точка пересечения диагона­
лей трапеции. Площадь треугольника CMD равна S. Найдите радиус 
окружности.

Задачи на доказательство и вычисление

4.39.1. Окружность с центром О вписана в равнобедренную трапе­
цию ABCD с боковой стороной АВ.

а) Докажите, что треугольник АОВ прямоугольный.
б) Найдите площадь трапеции, если радиус окружности равен 2, а 

точка касания делит боковую сторону трапеции в отношении 1:4.
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4.39.2. Окружность с центром О вписана в равнобедренную тра­
пецию ABCD с боковой стороной АВ. Прямые АО и ВС пересекаются 
в точке Е.

а) Докажите, что О — середина АЕ.
б) Найдите радиус окружности, если АВ = 30, ВО = 3 </10.
4.40.1. Через вершину В трапеции ABCD с основаниями AD и ВС 

проведена прямая, параллельная диагонали АС. Пусть эта прямая пе­
ресекается с продолжением основания AD в точке Е.

а) Докажите, что треугольник DBE равновелик трапеции ABCD.
б) Найдите площадь трапеции, диагонали которой равны 10 и 24, 

а средняя линия равна 13.
4.40.2. Через вершину В трапеции ABCD с основаниями AD и ВС 

проведена прямая, параллельная диагонали АС. Пусть эта прямая пе­
ресекается с продолжением основания AD в точке Е.

а) Докажите, что медиана В К треугольника DBE равна отрезку, 
соединяющему середины оснований трапеции.

б) Найдите площадь трапеции, если её диагонали равны 16 и 30, 
а отрезок, соединяющий середины оснований, равен 17.

4.41.1. Боковая сторона CD трапеции ABCD равна основанию AD.
а) Докажите, что СА — биссектриса угла BCD.
б) Прямая, проходящая через вершину С перпендикулярно CD, 

пересекает боковую сторону АВ в точке М. Найдите отношение 
ВМ: AM, если AD = CD = 2ВС и ZADC = 60Д

4.41.2. Диагональ АС трапеции ABCD с основаниями ВС и AD яв­
ляется биссектрисой угла BCD.

а) Докажите, что AD = CD.
б) Прямая, проходящая через вершину D перпендикулярно АС, 

пересекает боковую сторону АВ в точке М. Найдите отношение 
ВМ: AM, если AD = 2ВС.

4.42.1. Прямая, параллельная основаниям ВС и AD трапеции 
ABCD, пересекает боковые стороны АВ и CD в точках М и N соот­
ветственно, а диагонали АС и BD —в точках К и L соответственно, 
причём точка К лежит между М и L.

а) Докажите, что МК = NL.
б) Найдите MN, если ВС = a, AD = Ь и МК: KL : LN =1: 2:1.
4.42.2. Прямая, параллельная основаниям ВС и AD трапеции 

ABCD, пересекает боковые стороны АВ и CD в точках М и N соот­
ветственно, а диагонали АС и BD —в точках К и 1. соответственно, 
причём точка К лежит между М и L.

а) Докажите, что ML=KN.
б) Найдите MN, если ВС = 2, AD = 3 и МК: KL : LN= 3 :1: 3.
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4.43.1. В равнобедренную трапецию ABCD с основаниями AD и ВС 
вписана окружность, СН — высота трапеции.

а) Докажите, что центр окружности, вписанной в трапецию, лежит 
на отрезке ВН.

б) Найдите диагональ АС, если средняя линия трапеции равна 
2^/7, a AAOD = 120°, где О — центр окружности, вписанной в трапе­
цию, a AD — большее основание.

4.43.2. В равнобедренную трапецию ABCD с основаниями AD и ВС 
вписана окружность с центром О, СН — высота трапеции.

а) Докажите, что треугольник АВН равнобедренный.
б) Найдите площадь треугольника АСН, если боковая сторона тра­

пеции равна 2, ZBOC = 60°, а ВС — меньшее основание.
4.44.1. Точки L и N — середины оснований ВС и AD трапеции 

ABCD соответственно, а точки К и М — середины диагоналей АС и 
BD соответственно. Известно, что KM=LN.

а) Докажите, что сумма углов при одном из оснований трапеции 
равна 90°.

б) Найдите высоту трапеции, если площадь четырёхугольника 
KLMN равна 12, а разность оснований трапеции равна 10.

4.44.2. Точки L и N — середины оснований соответственно ВС и 
AD трапеции ABCD, а точки К и М — середины диагоналей АС и BD 
соответственно. Известно, что прямые АВ и CD перпендикулярны.

а) Докажите, что LN = КМ.
б) Найдите высоту трапеции, если площадь четырёхугольника 

KLMN равна 60, а разность оснований трапеции равна 26.
4.45.1. Окружность, проходящая через вершины А, В и С трапеции 

ABCD с основаниями AD и ВС, вторично пересекает прямую AD в точ­
ке М.

а) Докажите, что АС = ВМ.
б) Найдите АС, если AD = 16, CD = 8 УЗ и /АМВ = 60°.
4.45.2. Окружность, проходящая через вершины К, Р, М трапеции 

КРМН с основаниями МР и КН, вторично пересекает прямую КН 
в точке Е.

а) Докажите, что ME = КР.
б) Найдите КН, если МН = 7д/2, РЕ = 14 и КРЕК = 45°.
4.46.1. Дана трапеция, в которую можно вписать окружность и 

около которой можно описать окружность.
а) Докажите, что проекция диагонали этой трапеции на большее 

основание равна боковой стороне.
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б) Найдите расстояние между центрами вписанной и описанной 
окружностей, если основания трапеции равны 3 и 27.

4.46.2. Дана трапеция, в которую можно вписать окружность и 
около которой можно описать окружность.

а) Докажите, что проекция диагонали этой трапеции на большее 
основание равна полусумме оснований.

б) Найдите расстояние между центрами вписанной и описанной 
окружностей, если диагональ трапеции равна У4Т, а большее осно­
вание равно 8.

4.47.1. Диагональ BD трапеции ABCD (AD || ВС) разбивает её на 
два равнобедренных треугольника с основаниями AD и DC.

а) Докажите, что луч АС — биссектриса угла BAD.
б) Найдите CD, если известны диагонали трапеции: BD = 5 и 

АС —8.
4.47.2. В трапеции ABCD (AD || ВС) угол ADB в два раза меньше 

угла АСВ и ВС = АС.
а) Докажите, что точки А, В и D лежат на окружности с центром С.
б) Найдите площадь трапеции, если ВС = 5 и AD = 6.
4.48.1. Окружность с центром О] вписана в прямоугольную трапе­

цию ABCD с прямым углом при вершине А. Окружность с центром О2 
касается большей боковой стороны CD и продолжений оснований 
трапеции.

а) Докажите, что OjCC^I) —прямоугольник.
б) Найдите площадь этого прямоугольника, если точка касания М 

вписанной в трапецию окружности делит меньшее основание на от­
резки ВМ = 6 и СМ = 4.

4.48.2. Окружность с центром Oj вписана в равнобедренную тра­
пецию ABCD с основаниями ВС и AD. Окружность с центром О2 каса­
ется боковой стороны CD и продолжений оснований трапеции.

а) Докажите, что О1СО2В —прямоугольник.
б) Найдите площадь этого прямоугольника, если ВС = 6 и AD = 24.
4.49.1. В окружность вписаны две трапеции. Основания и боковые 

стороны одной из них соответственно параллельны основаниям и бо­
ковым сторонам другой.

а) Докажите, что диагонали одной трапеции равны диагоналям 
Другой.

б) Найдите отношение площадей этих трапеций, если известно, 
что боковая сторона одной из них равна радиусу окружности. а бо­
ковая сторона другой в два раза меньше.
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4.49.2. Дана трапеция ABCD с основаниями AD и ВС. Точки М и 
N лежат на сторонах АВ и CD соответственно, причём отрезок MN 
параллелен основаниям трапеции. Диагональ АС пересекает этот от­
резок в точке О. Известно, что площади треугольников АМО и CNO 
равны.

а) Докажите, что CM || AN.
б) Найдите MN, если AD = а и ВС -- Ь.



§ 5. Как находить высоты и биссектрисы 
треугольника?

Решение задачи 5 из диагностической работы

5. Две стороны треугольника равны 3 и 6, а угол между ними ра­
вен 60°. Найдите биссектрису треугольника, проведённую из верши­
ны этого угла.

Ответ: 2\/3.
Решение. Пусть AD — биссектриса треугольника АВС, в кото­

ром АВ = 6, АС = 3, ABAC = 60°.

Первый способ. Обозначим AD = х. Тогда

Saabc = | 'АВ- AC-sin 60° = |-6-3-^ =

С другой стороны,

■?давс = '5дави I- ^xacd = 2^"®' AD ' s^n+ 2^ ' ' s^n=
1 , 1,1-0 1 9= ^-б-х-^ + тт-З-х-^ = -гх.
Zu <Uj Zu Ал I

9 9л/3 /—Из уравнения ^х = —р~ находим, что х = 2 v 3. <1

Второй способ. Заметим, что треугольник АВС прямоугольный. То­
гда треугольник ACD также прямоугольный, причём ACAD = 30°. Сле­
довательно,

AD = АС : cos ACAD = 3 : cos 30° = 2 V3. <

Высоту прямоугольного треугольника, проведённую из вершины 
прямого угла, удобно находить так: вычислить двумя способами пло­
щадь треугольника — как половину произведения катетов и как по­
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ловину произведения гипотенузы на искомую высоту — и затем из 
полученного равенства выразить эту высоту. Таким образом, высота 
прямоугольного треугольника, проведённая из вершины прямого уг­
ла, равна произведению катетов, делённому на гипотенузу.

Биссектрису треугольника также можно находить, вычисляя раз­
ными способами площадь треугольника.

Пример 1. Катеты прямоугольного треугольника равны 15 и 8. 
Найдите высоту, опущенную на гипотенузу. 

„ 120Ответ: -у. 
Решение. Гипотенуза треугольни­

ка равна
\/152 + 82 = 17.

„ 15-8 120Следовательно, искомая высота равна 17 = -у. <3

Высоту равнобедренного треугольника, опущенную на боковую 
сторону, также удобно вычислять с помощью площадей.

Пример 2. Дан треугольник со сторонами а, b и Ъ. Найдите высо­
ту, опущенную на сторону, равную Ь.

а\/ АЬ2 —а2
Ответ:----- -------- •
Решение. Пусть d — искомая высота, 

h —высота, опущенная на основание данного 
равнобедренного треугольника. Тогда

С одной стороны, площадь треугольника рав­
на с другой— |bd. Из равенства ah = bd
находим, что

ah а а/4Ь2 - а2 ау/4Ь2-а2
d — -г- =------ z------ : о =----- --------b 2 2Ь

Тот же метод (метод площадей) можно применить и для произ­
вольного треугольника.

Пример 3. Дан треугольник со сторонами 13, 14, 15. Найдите вы­
соту, проведённую к большей стороне.

„ 56Ответ: —.
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Решение. Первый способ. Пусть АН — указанная высота тре­
угольника АВС со сторонами ВС = 15, АС = 14, АВ = 13. По формуле 
Герона

5давс = ^21(21 - 13)(21 - 14)(21 - 15) = х/21-8-7-6 = 7 ■ 3 • 4 = 84.

ли Жж 2-84 56
АН = ~ВС~ = ~ = Т- <

Эту задачу можно решить также с помощью теоремы Пифагора.
Второй способ. Поскольку ВС — наибольшая сторона треугольни­

ка АВС, то точка Н лежит на стороне ВС. Обозначим ВН х. Тогда 
СН = ВС — ВН = 15 — х. В прямоугольных треугольниках АНВ и АНС 
имеем
АН2 = АВ2-ВН2 = 169-х2 и АН2 = АС2- СН2 = 196-(15-х)2. 

а 9 33Из уравнения 169 — х = 196 — (15 — х) находим, что х=~- Следова­
тельно,
АН = АВ2-ВН2 = ^132- / = У 65225332 =

/32-98 _ 4-7-2
V 25 “ 5

56
5 '

Можно решить эту задачу, применяя теорему косинусов.
Третий способ. Пусть АН —указанная высота треугольника АВС 

со сторонами ВС = 15, АС = 14, АВ = 13. По теореме косинусов 

cos CAB С = 225 + 169-196
2-15-13

33 
65’

а из прямоугольного треугольника АВН находим, что

АН = АВ sm А АВС = 131/1- СНУ = УГ-
V V.65 J 5
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Для вычисления биссектрисы также можно использовать метод 
площадей.

Пример 4, Стороны треугольника равны а и Ь, а угол между ними 
равен у. Найдите биссектрису треугольника, проведённую из верши­
ны этого угла.

у
2abcos-

Ответ:----- п—-а + Ь
Решение. Пусть S — площадь данного а.

треугольника, Sj и S2— площади треуголь- 
ников, на которые указанная биссектриса, / 2 12 \ 
равная I, разбивает данный треугольник. а/ \

Тогда S = + S2, или / \

iabsiny = ^a?sinX +ibZsinl', / S2 \ S2 \

у V 1 у
или ab sin - cos ~ = 4 (a + b}l sin 4.

у
У 2abcos +

Поскольку sin -у отличен от нуля, I = — , . <

Иногда удобно применить теорему косинусов и свойство биссек­
трисы треугольника: биссектриса треугольника разбивает его сторо­
ну на отрезки, пропорциональные двум другим сторонам.

Пример 5. Вычислите биссектрису треугольника АВС, проведён­
ную из вершины А, если ВС = 18, АС = 15, АВ = 12.

Ответ: 10.
Решение. Пусть АК — биссектриса д

треугольника АВС. Тогда
СК АС 15 5
ВК " АВ ~ 12 " 4‘

4 4Поэтому ВК = -±ВС =^-18 = 8.
По теореме косинусов из треугольника В 8 К 10 С 

АВС находим, что
, АВ2 + ВС2—АС2 _ 144 + 324-225 _ 9 

COS КВ - 2АВ-ВС ~ 2-12-18 ~ 16’
Следовательно,

АК2 = АВ2 + В К2-2АВ-ВК cos КВ = 144+64-108 = 100, АК = 10.
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Эту же задачу можно решить, используя формулу для квадрата бис­
сектрисы.

Утверждение. Квадрат биссектрисы треугольника равен произве­
дению сторон, её заключающих, без произведения отрезков третьей 
стороны, на которые она разделена биссектрисой.

Доказательство. Пусть М — точка пересечения продолже­
ния биссектрисы АК треугольника АВС с описанной около этого тре­
угольника окружностью. Тогда треугольник АСК подобен треугольни­
ку АМВ по двум углам. Поэтому

4т? = или АК(АК + КМ) = АВ ■ АС,

АК2 + АК-КМ = АВ-АС.

Следовательно,
АК2 = АВ ■ АС - АК ■ КМ = АВ • АС - ВК ■ КС

(АК - КМ = ВК - КС по теореме о произведениях отрезков пересекаю­
щихся хорд), что и требовалось доказать. □

Вернёмся к примеру 5. Пусть уже найден отрезок ВК. Тогда СК = 
= ВС — ВК = 18 — 8=10. По формуле для квадрата биссектрисы тре­
угольника находим, что

АК2 = АВ- АС -ВК- СК = 12-15-8-10 = 180 - 80 = 100.

Следовательно, АК = 10.

Подготовительные задачи

5.1. Катет и гипотенуза прямоугольного треугольника равны 12 
и 20 соответственно. Найдите высоту, проведённую из вершины пря­
мого угла.
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5.2. Найдите высоту прямоугольного треугольника, опущенную на 
гипотенузу, если известно, что основание этой высоты делит гипоте­
нузу на отрезки, равные 1 и 4.

5.3. Высота равнобедренного треугольника, опущенная на боко­
вую сторону, разбивает её на отрезки, равные 2 и 1, считая от вер­
шины треугольника. Найдите эту высоту.

5.4. Стороны треугольника равны 10, 17 и 21. Найдите высоту тре­
угольника, проведённую из вершины наибольшего угла.

5.5. В треугольнике АВС известно, что АВ = а, АС = b, ABAC = 120°. 
Найдите биссектрису AM.

5.6. Катеты прямоугольного треугольника равны а и Ь. Найдите 
биссектрису треугольника, проведённую из вершины прямого угла.

5.7. В треугольнике АВС известно, что АВ = 8, АС = 6, ABAC = 60°. 
Найдите биссектрису AM.

5.8. Найдите высоту трапеции, боковые стороны которой равны 6 
и 8, а основания равны 4 и 14.

Тренировочные задачи

5.9. Найдите высоты треугольника, если его площадь равна S, а уг­
лы равны а, 13 и у.

5.10. Расстояния от точки М, лежащей внутри треугольника АВС, 
до его сторон АС и ВС соответственно равны 2 и 4. Найдите расстоя­
ние от точки М до прямой АВ, если АВ = 10, ВС = 17, АС = 21.

5.11. К окружности радиуса 7 проведены две касательные из одной 
точки, удалённой от центра на расстояние, равное 25. Найдите рас­
стояние между точками касания.

5.12. Найдите площадь равнобедренного треугольника, если высо­
та, опущенная на основание, равна 10, а высота, опущенная на боко­
вую сторону, равна 12.

5.13. На катете ВС прямоугольного треугольника АВС как на 
диаметре построена окружность, которая пересекает гипотенузу АВ 
в точке К. Найдите площадь треугольника СКВ, если катет ВС равен а, 
а катет АС равен Ь.

5.14. На высоте CD, опущенной из вершины С прямоугольного 
треугольника АВС на гипотенузу АВ, как на диаметре построена 
окружность, которая пересекает катет АС в точке Е, а катет ВС 
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в точке F. Найдите площадь четырёхугольника CFDE, если катет АС 
равен Ь, а катет ВС равен а.

5.15. В равнобедренном треугольнике основание и боковая сторо­
на равны соответственно 5 и 20. Найдите биссектрису треугольника, 
проведённую из вершины угла при основании.

5.16. В равнобедренном треугольнике BCD с основанием BD про­
ведена биссектриса BE. Известно, что СЕ = с и DE = d. Найдите BE.

5.17. В треугольнике АВС на стороне АС как на диаметре постро­
ена окружность, которая пересекает сторону АВ в точке М, а сторону 
ВС — в точке N. Известно, что АС = 2, АВ = 3, AM : МВ = 2:3. Найди­
те AN.

5.18. В прямоугольном треугольнике АВС проведена биссектриса 
CD из вершины прямого угла С. Известно, что AD = т, BD = п. Най­
дите высоту, опущенную из вершины С.

5.19. В треугольнике АВС угол С равен 60°, а биссектриса CD рав­
на 5-/3. Стороны АС и ВС относятся как 5 : 2. Найдите тангенс угла А 
и сторону ВС.

5.20. В треугольнике АВС на сторонах АВ и ВС отмечены точки М 
и N соответственно, причём ВМ = BN. Через точку М проведена пря­
мая, перпендикулярная ВС, а через точку N — прямая, перпендику­
лярная АВ. Эти прямые пересекаются в точке О. Продолжение отрезка 
ВО пересекает сторону АС в точке Р и делит её на отрезки АР = 5 
и PC = 4. Найдите ВР, если известно, что ВС = 6.

5.21. Окружность касается сторон АВ и ВС треугольника АВС 
в точках D и Е соответственно. Найдите высоту треугольника АВС, 
опущенную из вершины А, если АВ = 5, АС = 2, а точки A, D, Е, С 
лежат на одной окружности.

5.22. В треугольнике АВС проведены биссектрисы АЕ и CD. Найди­
те длины отрезков CD, СЕ, DE и расстояние между центрами окружно­
стей, вписанной в треугольник АВС и описанной около треугольника 
АВС, если АС = 2, ВС = 4, ZACB = arccos тг.

5.23. В треугольнике АВС отношение стороны ВС к стороне АС 
равно 3, a ZACB = а. Из вершины С проведены два луча, делящие 
угол АСВ на три равные части. Найдите отношение отрезков этих лу­
чей, заключённых внутри треугольника АВС.

5.24. Биссектриса CD угла АСВ при основании ВС равнобедрен­
ного треугольника АВС делит сторону АВ так, что AD =ВС. Найдите 
биссектрису CD и площадь треугольника АВС, если ВС = 2.
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5.25? В треугольнике КЕМ проведена биссектриса КР. Окружность, 
вписанная в треугольник КЕР, касается стороны KL в точке Q, причём 
LQ = а. На сторонах KL и LM выбраны точки Е и R соответственно так, 
что прямая ER проходит через центр окружности, вписанной в тре­
угольник КЕМ. Найдите длину биссектрисы КР, если известно, что 
EL + LR = Ь, а отношение площадей треугольников KLP и ELR равно а.

Задачи на доказательство и вычисление

5.26.1. В прямоугольном треугольнике АВС из вершины прямого 
угла С проведены медиана СМ и высота СН.

а) Докажите, что биссектриса CL треугольника АВС является так­
же биссектрисой треугольника СМН.

б) Найдите СЕ, если СМ = 10, СН = 6.

5.26.2. В прямоугольном треугольнике KLM из вершины прямого 
угла К проведены высота КА, медиана КВ и биссектриса КС.

а) Докажите, что угол ВКС равен полуразности острых углов тре­
угольника KLM.

б) Найдите ЕМ, если КА = 12, КС = 4v/10.

5.27.1. Дана трапеция ABCD. Биссектриса угла BAD пересекает 
продолжение основания ВС в точке К.

а) Докажите, что треугольник АВК равнобедренный.
б) Найдите биссектрису ВМ треугольника АВК, если AD = 10, 

ВС = 2, АВ = CD = 5.

5.27.2. Дан треугольник АВС, в котором АВ = 2АС, АК — его бис­
сектриса. Прямая, проходящая через точку В параллельно АС, пересе­
кается с прямой АК в точке М.

а) Докажите, что треугольник АВМ равнобедренный.
б) Найдите КМ, если АВ = 4, АС = 2 и ВС = 3.

5.28.1. Медианы треугольника АВС пересекаются в точке М.
а) Докажите, что треугольники АМВ, АМС и ВМС равновелики.
б) Известно, что треугольник АВС прямоугольный, а точка М уда­

лена от катетов на расстояния 3 и 4. Найдите расстояние от этой точ­
ки до гипотенузы.

5.28.2. Медианы А4Т, ВВ1 и ССД треугольника АВС пересекаются 
в точке М.

а) Докажите, что четырёхугольник AB±MCa равновелик треуголь­
нику ВМС.
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б) Известно, что треугольник АБС прямоугольный, а точка М уда­
лена от гипотенузы и от одного из катетов на расстояния 6 и 10 соот­
ветственно. Найдите расстояние от этой точки до второго катета.

5.29.1. Диагональ АС прямоугольника ABCD с центром О образует 
со стороной АВ угол 30°. Точка Е лежит вне прямоугольника, причём 
СВЕС = 120°.

а) Докажите, что Z.CBE = АСОЕ.
б) Прямая ОЕ пересекает сторону AD прямоугольника в точке К. 

Найдите ЕК, если BE = 40 и СЕ = 24.

5.29.2. Диагональ АС прямоугольника ABCD с центром О образует 
со стороной ВС угол 30°. Вне прямоугольника построен треугольник 
ВКС с углом 60° при вершине К.

а) Докажите, что КО — биссектриса угла ВКС.
б) Найдите длину отрезка прямой КО, заключённого внутри пря­

моугольника ABCD, если ВС = 3 и СК = 2ВК.

5.30.1. Окружность, построенная на биссектрисе BL равнобедрен­
ного треугольника АВС как на диаметре, пересекает основание ВС в 
точке Р. Боковая сторона треугольника вдвое больше его основания.

а) Докажите, что BP = 5СР.
б) Пусть указанная окружность пересекает сторону АВ в точке М.

Найдите BL, если ML =

5.30.2. Окружность, построенная на медиане ВМ равнобедренного 
треугольника АВС как на диаметре, пересекает основание ВС в точ­
ке К.

а) Докажите, что ВК = ЗСК.
б) Пусть указанная окружность пересекает сторону АВ в точке N. 

Найдите АВ, если ВК = 18 и BN = 17.

5.31.1. Дан треугольник АБС со сторонами АВ = 4, ВС = 6 и АС = 8.
а) Докажите, что прямая, проходящая через точку пересечения ме­

диан и центр вписанной окружности, параллельна стороне ВС.
б) Найдите длину биссектрисы треугольника АВС, проведённой из 

вершины А.

5.31.2. Дан треугольник АВС со сторонами АС = 6, АВ = 10 и 
ВС = 14.

а) Докажите, что прямая, проходящая через точку пересечения ме­
диан и центр вписанной окружности, параллельна стороне АВ.

б) Найдите расстояние от вершины С до этой прямой.
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5.32.1. Высоты, проведённые из вершин А, Б и С треугольника 
АВС, равны 20, 15 и 12 соответственно.

а) Докажите, что треугольник прямоугольный.
б) Найдите длину биссектрисы треугольника, проведённой из вер­

шины С.
5.32.2. Высоты, проведённые из вершин А, В и С треугольника 

АВС, равны -^=, 3 и 6 соответственно.

а) Докажите, что треугольник прямоугольный.
б) Найдите длину биссектрисы треугольника, проведённой из вер­

шины А.
5.33.1. В треугольнике АВС высота СН, биссектриса CL и медиа­

на СМ делят угол АСВ на четыре равных угла.
а) Докажите, что треугольник АВС прямоугольный.
б) Найдите длины высоты СН, биссектрисы CL и медианы СМ, ес­

ли радиус окружности, описанной около треугольника АВС, равен R.
5.33.2. В треугольнике KLM (KL^ML) биссектриса LA делит попо­

лам угол между высотой LB и медианой LC.
а) Докажите, что треугольник KLM прямоугольный.
б) Найдите длины медианы LC, высоты LB и биссектрисы LA, если 

KL = 6 и LM = 8.



§ 6. Отношение отрезков

Решение задачи 6 из диагностической работы

6. Точки М и N — середины сторон соответственно ВС и CD парал­
лелограмма ABCD. Отрезки AM и BN пересекаются в точке О. Найди- 

моте отношение угг-СЛт.
„ 1Ответ:

Решение. Пусть продолжения отрезков BN и AD пересекаются 
в точке Е. Обозначим ВМ = СМ = а. Тогда AD = ВС = 2а.

Треугольник DNE равен треугольнику CNB по стороне и прилежа­
щим к ней углам, поэтому DE = ВС = 2а. Значит,

АЕ = AD 4- DE = 2 а Т- 2а = 40-

Треугольник В ОМ подобен треугольнику ЕОА, следовательно,

МО _ ВМ _ а _ 1
ОА ~ АЕ ~ 4а ~ 4' <

Большинство задач этого раздела решаются либо с помощью тео­
ремы о пропорциональных отрезках (обобщённой теоремы Фалеса), 
либо с помощью дополнительного построения, которое приводит 
к двум парам подобных треугольников. Рассмотрим это построение, 
решив следующую задачу.

Пример 1. Дан треугольник АВС. На продолжении стороны АС 
за точку С взята точка N, причём АС = 2CN. Точка М находится на 
стороне ВС, причём ВМ : МС = 1: 3. В каком отношении прямая MN 
делит сторону АВ?

Ответ: 1: 9, считая от точки В.
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Решение 1. Через точку В проведём прямую, параллельную 
АС. Пусть прямая MN пересекает её в точке Т, а прямую АВ — в точ­
ке К.

ников ТВМ и NCM (коэффициент подобия равен находим, что

ТВ = ^CN = |а,
3 о

а из подобия треугольников ТВК и NAK —
ВК ТВ 1 ЛЗ Л 1АК ~ AN ~ 6° ' 12а) ~ 9' <

Решение 2. Через точку С проведём прямую, параллельную 
MN. Пусть эта прямая и прямая MN пересекают сторону АВ в точках 
Р и К соответственно. Положим АР = 6с. Тогда по теореме о пропор-

А С N

КР CN 1 „п 1.п _циональных отрезках — = — = поэтому КР = -АР = 3t, а так как
ВК ВМ 1 „„ 1„п ,,— = 77-7 = к, то В К = -КР = t. Следовательно,

LVJ Си О О

ВК _ ВК________t _ 1
КА ~ КР + АР ~ 3t + 6t ~ 9' <

Пример 1 можно легко решить с помощью теоремы Менелая, но 
эта теорема не входит в обязательную школьную программу. Заме­
тим, что теорему Менелая можно доказать, используя те же рассуж­
дения, что и при решении разобранной выше задачи.
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Пример 2. На сторонах АВ и ВС треугольника АВС расположены 
точки М и N соответственно, причём AM : МВ = 3:5, BN : NC = 1:4. 
Прямые СМ и AN пересекаются в точке О. Найдите отношения 
ОА : ON и ОМ: ОС.

Ответ: 3 : 4; 3 : 32.
Решение. Первый способ. Через точку А проведём прямую, па­

раллельную ВС. Пусть Т — точка её пересечения с прямой МС. Поло­
жим BN = a, CN = 4а.

3
Из подобия треугольников АМТ и ВМС (коэффициент =) находим, 

что
3 3 3АТ = = |(BN + NC) = |(а + 4а) = За,

а из подобия треугольников АОТ и NOC получаем
ОА АТ За 3
ON ~ CN ~ 4а ~ 4’

Второй способ. Через точку N проведём прямую, параллельную 
СМ. Пусть эта прямая пересекает сторону АВ в точке Р. Положим 
ВР = Ь. Тогда по теореме о пропорциональных отрезках — = 
поэтому

PM = 4ВР = 4Ь, ВМ = ВР + РМ = 5Ъ, 
ВМ 5 ,а так как —гр = т> то МА = 3d. Следовательно,

ОА МА ЗЬ 3
ON ~ РМ ~ Ab ~ 4’

. ОМ 3Аналогично находим, что = тх.
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Иногда при решении задач на отношение отрезков удобно приме­
нить метод площадей.

Пример 3. На сторонах АВ, ВС и АС треугольника АВС взяты со­
ответственно точки М, N и К так, что AM : МВ = 2:3, АК : КС = 2:1, 
BN: NC = 1: 2. В каком отношении прямая МК делит отрезок AN?

Ответ: 6: 7, считая от точки А.
Решение. Пусть Р — точка пересечения прямой МК с отрезком 

АРAN. Обозначим — = х и SAABC = S. Тогда
/11 V

с _  BN „_  „ _  CN „_  2 „
BaaBN — иг ~ 3й’ '-’AACN — ВС ' ~ 3 й’

АР _ 2 1 „ _
• AN -Baabn - 5 ■ х ■ 3 ■й - 15 хд’

АР „ 2 .2 4 „
ддг * aa.cn 3*^*3*^ 2*^^’

ДМ АК 22^ _£
АВ ‘ АС ~ 5 ‘ 3 “ 15^’

и AABN

AM
А АМР др

АК
S ДАКР ~ A(j

$ДАМК —

Поскольку SAAMK — SAAMf, + SAAKP, то

2 4 4—xS ■ ^xS = yjj-S.

,, 6 АР 6Отсюда находим, что х ■ —. Следовательно, — = ■=,.

Пример 4. Длины сторон треугольника различны 
арифметическую прогрессию. Докажите, что прямая, 
через точку пересечения медиан и центр вписанной 
параллельна одной из сторон треугольника.

Доказательство. Если числа образуют арифметическую 
прогрессию, то одно из них есть среднее арифметическое двух дру­
гих. Пусть О — центр вписанной окружности (точка пересечения 
биссектрис) треугольника АВС, в котором АС = Ь, ВС = а, АВ =

и образуют 
проходящая 
окружности,
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Тогда, поскольку CQ — биссектриса треугольника АВС, получаем
BQ ВС а „„ а b -37- = = значит, BQ = ту и AQ = т, а так как ВО — биссектриса

треугольника BCQ, то = сг'~ = 2.

С другой стороны, если К — середина стороны АВ, а М — точка пе-
СМ СО СМресечения медиан треугольника АВС, то ттт; = 2. Поэтому = -г-^,мк МК

значит, ОМ || АВ, что и требовалось доказать. □

Подготовительные задачи

6.1. На медиане AM треугольника АВС взята точка К, причём 
АК : КМ = 1:3. Найдите отношение, в котором прямая, проходящая 
через точку К параллельно стороне АС, делит сторону ВС.

6.2. Дан треугольник АВС. На продолжении стороны АС за точ­
ку С взята точка N, причём CN = АС: точка К — середина стороны АВ. 
В каком отношении прямая KN делит сторону ВС?

6.3. На стороне ВС треугольника АВС и на продолжении сторо­
ны АВ за вершину В расположены точки М и К соответственно, при­
чём ВМ : МС = 4:5 и В К : АВ =1 :5. Прямая КМ пересекает сторону 
АС в точке N. Найдите отношение CN: AN.

6.4. На сторонах АВ и АС треугольника АВС расположены точки 
К и L, причём АК : КВ = 4:7 и AL : LC = 3 : 2. Прямая KL пересекает 
продолжение стороны ВС в точке М. Найдите отношение СМ :ВС.

6.5. На сторонах АВ и ВС параллелограмма ABCD расположены 
точки N и М соответственно, причём AN : NB = 3:2, ВМ : МС = 2:5. 
Прямые AM и DN пересекаются в точке О. Найдите отношения 
OM:OAnON:OD.



58 § 6. Отношение отрезков

6.6. На сторонах АВ и АС треугольника АВС расположены точки 
N и М соответственно, причём AN : NB = 3:2, AM : МС = 4:5. Пря­
мые ВМ и CN пересекаются в точке О. Найдите отношения ОМ : О В 
и ON: ОС.

6.7. В равнобедренном треугольнике АВС (АВ ВС) на стороне ВС 
взята точка D так, что BD : DC = 1: 4. В каком отношении прямая AD 
делит высоту БЕ треугольника АВС, считая от вершины В?

6.8. На медиане ААг треугольника АВС взята точка М, причём 
AM: MA-l = 1: 3. В каком отношении прямая ВМ делит сторону АС?

6.9. Точки и расположены на сторонах ВС и АВ треугольника 
АВС. Отрезки ААг и ССХ пересекаются в точке М. В каком отношении 
прямая ВМ делит сторону АС, если АСГ: С1В = 2:3 и ВАг: АгС = 1:2?

6.10. В треугольнике АВС известно, что АВ = с, ВС = а, АС = Ь. 
В каком отношении центр вписанной окружности треугольника делит 
биссектрису CD?

Тренировочные задачи

6.11. На стороне PQ треугольника PQR взята точка N, а на стороне 
PR — точка L, причём NQ = LR. Точка пересечения отрезков QL и NR 
делит отрезок QL в отношении т : п, считая от точки Q. Найдите от­
ношение PN: PR.

6.12. В треугольнике АВС биссектриса AD делит сторону ВС в от­
ношении BD : DC = 2:1. В каком отношении медиана СЕ делит эту 
биссектрису?

6.13. На сторонах АВ, ВС и АС треугольника АВС взяты соот­
ветственно точки К, L и М, причём АК : КВ = 2 : 3, BL : LC = 1 : 2, 
СМ: МА = 3 :1. В каком отношении отрезок KL делит отрезок ВМ?

6.14. В треугольнике АВС, площадь которого равна 6, на стороне 
АВ взята точка К, делящая эту сторону в отношении АК : ВК = 2:3, 
а на стороне АС взята точка L, делящая АС в отношении AL :LC = 5:3. 
Точка Q пересечения прямых СК и BL отстоит от прямой АВ на рас­
стояние 1,5. Найдите сторону АВ.

6.15. В треугольнике АВС на основании АС взяты точки Р и Q так, 
что АР < AQ. Прямые ВР и BQ делят медиану AM на три равные части. 
Известно, что PQ = 3. Найдите АС.

6.16. Дан треугольник АВС. Известно, что АВ = 4, АС = 2 и ВС = 3. 
Биссектриса угла ВАС пересекает сторону ВС в точке К. Прямая, про­
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ходящая через точку В параллельно АС, пересекает продолжение бис­
сектрисы АК в точке М. Найдите КМ.

6.17. Около окружности описана равнобедренная трапеция ABCD. 
Боковые стороны АВ и CD касаются окружности в точках М и N, К — 
середина AD. В каком отношении прямая В К делит отрезок MN?

6.18. Около окружности описана равнобедренная трапеция ABCD. 
Боковая сторона АВ касается окружности в точке М, а основание 
AD —в точке N. Отрезки MN и АС пересекаются в точке Р, причём 
NP: РМ = 2. Найдите отношение AD : ВС.

6.19. Во вписанном четырёхугольнике ABCD известны отношения 
АВ : DC = 1:2 и BD : АС = 2:3. Найдите DA: ВС.

6.20. В треугольнике АВС проведена высота AD. Прямые, одна из 
которых содержит медиану ВК, а вторая — биссектрису BE, делят эту 
высоту на три равных отрезка. Известно, что АВ = 4. Найдите сторо­
ну АС.

6.21? При каком отношении оснований трапеции существует пря­
мая, на которой шесть точек пересечения с диагоналями, боковыми 
сторонами и продолжениями оснований трапеции высекают пять 
равных отрезков?

6.22? В трапеции ABCD с боковыми сторонами АВ = 9 и CD = 5 
биссектриса угла D пересекает биссектрисы углов А и С в точках М 
и N соответственно, а биссектриса угла В пересекает те же две бис­
сектрисы в точках L и К, причём точка К лежит на основании AD.

а) В каком отношении прямая LN делит сторону АВ, а прямая 
МК — сторону ВС?

б) Найдите отношение MN : KL, если LM: KN = 3:7.
6.23? Из точки А проведены к окружности две касательные (М и 

N — точки касания) и секущая, пересекающая эту окружность в точ­
ках В и С, а хорду MN — в точке Р. Известно, что АВ : ВС = 2: 3. Най­
дите АР: PC.

Задачи на доказательство и вычисление

6.24.1. В параллелограмме ABCD точка М — середина стороны AD, 
Р — точка пересечения отрезка ВМ с диагональю АС.

а) Докажите, что прямая DP проходит через середину стороны АВ.
б) Биссектриса утла ВАС пересекает отрезок ВМ в точке Q. Найди­

те отношение PM: BQ, если АВ : АС = 1:3.
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6.24.2. В параллелограмме ABCD точка Р — середина стороны АВ, 
М — точка пересечения отрезка DP с диагональю АС, а N — точка пе­
ресечения отрезка СР с диагональю BD.

а) Докажите, что MN || CD.
б) Биссектриса угла ADP пересекает диагональ АС в точке Q. Най­

дите отношение AQ : QM, если AD : DP = 1: 3.
6.25.1. На катете ВС прямоугольного треугольника АВС с прямым 

углом при вершине С и с углом 30° при вершине А вне треугольника 
построен равносторонний треугольник BCD. Прямая AD пересекает 
сторону ВС в точке К.

а) Докажите, что СК: КВ = 1:2.
б) Прямая, проходящая через точку К перпендикулярно CD, пере­

секает гипотенузу АВ в точке М. Найдите отношение AM : МВ.
6.25.2. На гипотенузе АВ прямоугольного треугольника АВС с уг­

лом 30° при вершине В вне треугольника построен равносторонний 
треугольник ABD. Прямая CD пересекает гипотенузу АВ в точке К.

а) Докажите, что АК : КВ = 1:2.
б) Прямая, проходящая через точку К перпендикулярно AD, пере­

секает катет ВС в точке М. Найдите отношение СМ: МВ.
6.26.1. Биссектриса AD треугольника АВС делит его медиану ВМ 

пополам.
а) Докажите, что площадь треугольника ACD вдвое больше площа­

ди треугольника ABD.
б) В каком отношении медиана ВМ делит биссектрису AD?
6.26.2. Точка М лежит на стороне ВС треугольника АВС, причём 

СМ: МВ = 1:2. Биссектриса СК перпендикулярна прямой AM.
а) Докажите, что площадь треугольника АСК втрое меньше пло­

щади треугольника ВСК.
б) В каком отношении прямая AM делит биссектрису СК?
6.27.1. На основаниях AD и ВС трапеции ABCD отмечены точки М 

и N соответственно, а на боковых сторонах АВ и CD — точки К и L со­
ответственно. При этом DM: AM = CN: BN = ВК: АК =CL : LD = 1: 2.

а) Докажите, что четырёхугольник KMLN — трапеция.
б) Известно, что AD = ЗВС. В каком отношении диагональ BD тра­

пеции ABCD делит боковые стороны трапеции KMLN?
6.27.2. На основаниях KN и LM трапеции KLMN отмечены точки 

Аи В соответственно, а на боковых сторонах KL и MN — точки С и D 
соответственно. При этом КА: AN = КС: CL = LB : ВМ = ND : DM = 1:3.

а) Докажите, что четырёхугольник ACBD — трапеция.
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б) Известно, что KN = 2LM. В каком отношении диагональ LN тра­
пеции KLMN делит боковые стороны трапеции ACBD2

6.28.1. На сторонах AD и ВС параллелограмма ABCD взяты соот­
ветственно точки М и N, причём М — середина AD, a BN: NC =1:3.

а) Докажите, что прямые AN и АС делят отрезок ВМ на три равные 
части.

б) Найдите площадь четырёхугольника, образованного пересе­
чениями прямых AN, AC, BD и ВС, если площадь параллелограмма 
ABCD равна 40.

6.28.2. Точки М и N — середины сторон соответственно АВ и CD 
параллелограмма ABCD.

а) Докажите, что прямые DM и BN делят диагональ АС на три 
равные части.

б) Найдите площадь четырёхугольника, образованного пересе­
чениями прямых BD, BN, АС и CD, если площадь параллелограмма 
ABCD равна 36.

6.29.1. Через точку пересечения О диагоналей трапеции проведена 
прямая, параллельная основанию и пересекающая боковые стороны 
в точках М и N.

а) Докажите, что О — середина отрезка MN.
б) Найдите основания, если одно из них втрое больше другого, а 

MN = 6.
6.29.2. Через точку пересечения О диагоналей трапеции ABCD 

проведена прямая, параллельная основаниям AD и ВС и пересекаю­
щая боковые стороны в точках М и N.

а) Докажите, что прямая, проходящая через вершину С и середину 
основания AD, делит отрезок MN в отношении 1: 3.

б) Найдите основания, если одно из них вдвое больше другого, а 
MN = 16.

6.30.1. Точка пересечения биссектрис углов при большем основа­
нии трапеции лежит на меньшем основании.

а) Докажите, что меньшее основание равно сумме боковых сто­
рон.

б) Найдите углы трапеции, если отношение оснований трапеции 
равно 3 : 2, а отношение боковых сторон равно 5:3.

6.30.2. Биссектриса угла С трапеции ABCD пересекает основание 
AD в точке М.

а) Докажите, что биссектриса угла D проходит через середину от­
резка СМ.
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б) Найдите отношение ВС: AD, если ВС < AD, AD ± АВ, AM: MD = 
= 1:2, АВ: CD = 4:5.

6.31.1. Вневписанная окружность равнобедренного треугольника 
касается его боковой стороны.

а) Докажите, что радиус этой окружности равен высоте треуголь­
ника, опущенной на основание.

б) Известно, что радиус этой окружности в пять раз больше ради­
уса вписанной окружности треугольника. В каком отношении точка 
касания вписанной окружности с боковой стороной треугольника де­
лит эту сторону?

6.31.2. Пусть Ох — центр вписанной окружности равнобедренного 
треугольника АВС, а О2— центр вневписанной окружности, касаю­
щейся основания ВС.

а) Докажите, что расстояние от середины отрезка О] О2 до точки С 
вдвое меньше О-, О2.

б) Известно, что радиус первой окружности в пять раз меньше ра­
диуса второй. В каком отношении точка касания первой окружности 
с боковой стороной треугольника делит эту сторону?

6.32.1. Дана трапеция ABCD с основаниями AD и ВС. Биссектриса 
угла ADC проходит через середину боковой стороны АВ.

а) Докажите, что сумма оснований трапеции равна боковой сто­
роне CD.

б) Найдите площадь трапеции ABCD, если АВ = 8, ВС = 2 и CD = 10.
6.32.2. Дана трапеция ABCD с основаниями AD и ВС. Биссектриса 

угла BAD проходит через середину основания ВС.
а) Докажите, что основание ВС вдвое больше боковой стороны АВ.
б) Найдите площадь трапеции ABCD, если АВ = 4, CD = 4д/З и 

ZBAD = 60°.
6.33.1. В треугольнике АВС точка D делит сторону АВ пополам, а 

точка Е лежит на стороне ВС, причём отрезок BE в 3 раза меньше 
стороны ВС. Отрезки АЕ и CD пересекаются в точке О, АЕ = 5, ОС = 4.

а) Докажите, что CD = АЕ.
б) Найдите сторону АВ, если ZAOC = 120%
6.33.2. В треугольнике АВС точки М и К лежат на сторонах ВС 

и АС соответственно, причём отрезок ВМ в 4 раза меньше стороны 
ВС. Прямые ВК и AM пересекаются в точке О — середине ВК, СК = 4, 
ОМ = 2.

а) Докажите, что треугольник АМС равнобедренный.
б) Найдите ВК, если ZOAC = 60°.



Задачи на доказательство и вычисление 63

6.34.1. На отрезке BD взята точка С. Биссектриса BL равнобедрен­
ного треугольника АВС с основанием ВС является боковой стороной 
равнобедренного треугольника BLD с основанием BD.

а) Докажите, что треугольник DCL равнобедренный.
б) Известно, что cos CAB С = В каком отношении прямая DL де­

лит сторону АВ?
6.34.2. На отрезке CD взята точка В. Биссектриса СК треугольника 

АВС с основанием ВС является боковой стороной равнобедренного 
треугольника CKD с основанием CD, a BK = BD.

а) Докажите, что треугольник АВС равнобедренный.
б) Известно, что КВАС = 2 arcsin |, В каком отношении прямая DK 

делит сторону АС?
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Решение задачи 7 из диагностической работы

7. В треугольнике АВС медиана AD и биссектриса BE перпендику­
лярны и пересекаются в точке F. Известно, что площадь треугольника 
DEF равна 5. Найдите площадь треугольника АВС.

Ответ: 60.
Решение. Треугольник ABD равнобедренный, так как его бис­

сектриса BF является высотой. Поэтому
AF = FD => SAAFE = SADFE = 5.

Кроме того, ВС = 2BD = 2АВ. Тогда по свойству биссектрисы треуголь­
ника

ЕС_ _ ВС _ „
АЕ ~ АВ ~

Следовательно,
Sadbc = 25ддде = 4SAD£F = 20, SAA0C — 30.

Значит, SAABC = 2SAADC = 60. <

При решении большинства задач этого раздела применяются два 
простых утверждения:

1) если точка М лежит на стороне ВС треугольника АВС, то площа­
ди треугольников АМВ и АМС пропорциональны отрезкам ВМ и СМ,

$ААМВ _ ВМ.
$ламс СМ’

2) если прямая пересекает стороны АВ и АС треугольника АВС 
(или их продолжения) в точках Р и Q соответственно, то

^AAPQ _ АР AQ
$аавс СВ АС

Первое из этих утверждений вытекает непосредственно из формулы 
площади треугольника по стороне и опущенной не неё высоте: у тре­
угольников АМВ и АМС одна и та же высота, опущенная из общей 
вершины А.
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Второе утверждение можно легко вывести из формулы площади 
треугольника по двум сторонам и углу между ними: у треугольников 
APQ и АВС углы при общей вершине А либо равны, либо в сумме 
составляют 180°.

Напомним также, что отношение площадей подобных треугольни­
ков равно квадрату коэффициента подобия.

Пример 1. Докажите, что медианы треугольника разбивают его 
на шесть равновеликих треугольников.

Доказательство. Пусть М — точка пересечения медиан 
ВВЪ СС1 треугольника АВС. Тогда

S — -S — — ■ ( -S — - ■ s'-’ABjMC — g'-’ABjBC — 3 ^2°ЛАВСJ ~ 6 длАВС'

Аналогично для остальных пяти треугольников. Таким образом, пло­
щадь каждого из шести треугольников равна шестой части площади 
исходного треугольника. □

Пример 2. Через середину М стороны ВС параллелограмма ABCD, 
площадь которого равна 1, и вершину А проведена прямая, пересека­
ющая диагональ BD в точке О. Найдите площадь четырёхугольника 
OMCD.

~ 5Ответ:
Р е ш е н и е. Из подобия треугольников ВОМ и DOA находим, что 

ВО ВМ 1 
OD “ AD ~ 2'
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„ ВО 1 ВМ 1Поэтому — = тг, а так как -т-г = х, тоJ BD 3 ВС 2

Следовательно,

$omcd = $лва ~$двом = 2 ~ 12 = 12' 43

Пример 3. Диагонали разбивают выпуклый четырёхугольник на 
треугольники с площадями S15 S2, S3 и S4 и S3 — площади тре­
угольников, прилежащих к противоположным сторонам четырёх­
угольника). Докажите, что S1S3 = S2S4.

Доказательство. Пусть диагонали выпуклого четырёх­
угольника ABCD пересекаются в точке О,

гр Si АО АО Sj S4Тогда = и тг = ~ > поэтому т- = тг. Следовательно, 5^3 =J7 CzCr О g CyU О7 iJ g

=S2S4. □

Подготовительные задачи

7.1. Найдите площадь треугольника, вершины которого — середи­
ны сторон треугольника площади 4.



Тренировочные задачи 67

7.2. Точки М и N расположены на стороне ВС треугольника АВС, 
а точка К — на стороне АС, причём ВМ : MN: NC = 1:1: 2 и СК: АК = 
= 1:4. Известно, что площадь треугольника АВС равна 1. Найдите 
площадь четырёхугольника AMNK.

7.3. На стороне АВ треугольника АВС взяты точки М и N, причём

AM : MN : NB = 2 : 2 : 1,

а на стороне АС — точка К, причём АК : КС = 1: 2. Найдите площадь 
треугольника MNK, если площадь треугольника АВС равна 1.

7.4. Через точки М и N, делящие сторону АВ треугольника АВС 
на три равные части, проведены прямые, параллельные стороне ВС. 
Найдите площадь части треугольника, заключённой между этими 
прямыми, если площадь треугольника АВС равна 1.

7.5. На сторонах АВ, ВС и АС треугольника АВС взяты точки Сх, 
Аг и В1 соответственно, причём

ACj _ ВА1 _ СВг _ 1
С\Б ~ А^С ~ ~АА ~ 2'

Найдите площадь треугольника A^C^, если площадь треугольника 
АВС равна 1.

7.6. Сторона треугольника равна 36. Прямая, параллельная этой 
стороне, делит площадь треугольника пополам. Найдите длину отрез­
ка этой прямой, заключённого между сторонами треугольника.

7.7. Из середины основания треугольника площади S проведены 
прямые, параллельные боковым сторонам. Найдите площадь полу­
ченного таким образом параллелограмма.

Тренировочные задачи

7.8. Из точки на основании треугольника проведены прямые, па­
раллельные боковым сторонам. Они разбивают треугольник на па­
раллелограмм и два треугольника с площадями 8г и S2. Найдите пло­
щадь параллелограмма.

7.9. В треугольнике АВС проведены биссектрисы СР и AD. Найдите 
отношение площадей треугольников AFD и АВС, если

АВ : АС : ВС = 21 : 28 : 20.

7.10. Треугольник и вписанный в него ромб имеют общий угол. 
Стороны треугольника, заключающие этот угол, относятся как т : п. 
Найдите отношение площади ромба к площади треугольника.
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7.11. Две прямые, параллельные основаниям трапеции, делят каж­
дую из боковых сторон на три равные части. Вся трапеция разделе­
на ими на три части. Найдите площадь средней части, если площади 
крайних равны S2 и S2.

7.12. Четырёхугольник разделён диагоналями на четыре треуголь­
ника. Площади трёх из них равны 10, 20 и 30, и каждая меньше пло­
щади четвёртого треугольника. Найдите площадь данного четырёх­
угольника.

7.13. Площади треугольников, образованных отрезками диагона­
лей трапеции и её основаниями, равны S2 и S2. Найдите площадь тра­
пеции.

7.14. Площадь трапеции ABCD равна 30. Точка Р — середина боко­
вой стороны АВ. Точка R на стороне CD выбрана так, что 2CD = 3RD. 
Прямые AR и PD пересекаются в точке Q. Найдите площадь треуголь­
ника APQ, если AD = 2ВС.

7.15. Дан выпуклый четырёхугольник площади S. Найдите пло­
щадь четырёхугольника с вершинами в серединах сторон данного.

7.16. Дан выпуклый четырёхугольник площади S. Внутри него вы­
бирается точка и отображается симметрично относительно середин 
его сторон. Получаются четыре вершины нового четырёхугольника. 
Найдите его площадь.

7.17. В трапеции ABCD (ВС || AD) диагонали пересекаются в точ­
ке М, ВС = b, AD = а. Найдите отношение площади треугольника АВМ 
к площади трапеции ABCD.

7.18. В равнобедренном треугольнике АВС боковые стороны ВС 
и АС в два раза больше основания АВ. Биссектрисы углов при основа­
нии пересекаются в точке М. Какую часть треугольника АВС состав­
ляет площадь треугольника АМВ?

7.19. В треугольнике АВС, площадь которого равна 8, проведены 
биссектриса СЕ и медиана BD, пересекающиеся в точке О. Найдите 
площадь четырёхугольника ADOE, зная, что ВС = а, АС = Ь.

7.20. В прямоугольном треугольнике синус меньшего угла равен 
Перпендикулярно гипотенузе проведена прямая, разбивающая тре­
угольник на две равновеликие части. В каком отношении эта прямая 
делит гипотенузу?

7.21. На сторонах АВ и AD параллелограмма ABCD взяты точки 
М и N так, что прямые МС и NC разбивают параллелограмм на три 
равновеликие части. Найдите MN, если BD = d.
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7.22. В треугольнике АВС угол А равен 45°, а угол С острый. Из 
середины стороны ВС опущен перпендикуляр NM на сторону АС. Пло­
щади треугольников NMC и АВС относятся как 1 : 8. Найдите углы 
треугольника АВС.

7.23. В треугольнике АВС из точки Е стороны ВС проведена пря­
мая, параллельная высоте BD и пересекающая сторону АС в точке Р. 
Отрезок EF делит треугольник АВС на две равновеликие фигуры. 
Найдите ЕР, если BD = 6, ?.

7.24. Через некоторую точку, взятую внутри треугольника, прове­
дены три прямые, параллельные сторонам. Эти прямые разбивают 
треугольник на шесть частей, три из которых — треугольники с пло­
щадями S15 S2, S3. Найдите площадь данного треугольника.

7.25. В равнобедренном треугольнике АВС (АВ = ВС) проведена 
биссектриса AD. Площади треугольников ABD и ADC равны соответ­
ственно и S2. Найдите АС.

7.26. Диагонали выпуклого четырёхугольника ABCD пересекают­
ся в точке Е. Известно, что площадь каждого из треугольников АВЕ 
и DCE равна 1, площадь всего четырёхугольника не превосходит 4, 
AD = 3. Найдите сторону ВС.

1.Т7. Из точки Р, расположенной внутри остроугольного треуголь­
ника АВС, опущены перпендикуляры на его стороны. Длины сторон 
и опущенных на них перпендикуляров соответственно равны а и к, b 
ит, си п. Найдите отношение площади треугольника АВС к площади 
треугольника, вершинами которого служат основания перпендикуля­
ров.

7.28. Из точки Р, расположенной внутри остроугольного треуголь­
ника АВС, опущены перпендикуляры на стороны АВ, ВС и СА. Пер­
пендикуляры соответственно равны I, т, п. Вычислите площадь тре­
угольника АВС, если углы ВАС, АВС и АСВ соответственно равны а, 
/3 иу.

7.29. Дан параллелограмм ABCD. Прямая, проходящая через вер­
шину С, пересекает прямые АВ и AD в точках К и L. Площади тре­
угольников КВС и CDL равны р и q. Найдите площадь параллелограм­
ма ABCD.

7.30. На боковых сторонах AD и ВС трапеции ABCD взяты точки 
Р и Q соответственно, причём АР : PD = 3 : 2. Отрезок PQ разбивает 
трапецию на части, одна из которых по площади вдвое больше другой. 
Найдите отношение CQ : QB, если АВ : CD = 3 :2.
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7.31. На сторонах АВ, АС и ВС правильного треугольника АВС 
расположены соответственно точки С1? Вг и А2 так, что треугольник 
А-В-С правильный. Отрезок ВВг пересекает сторону C^Aj в точке О, 

ВОпричём 7^- = к. Найдите отношение площади треугольника АВС 
к площади треугольника А1В1С1.

7.32. На сторонах АВ, ВС и АС треугольника АВС взяты соответ-
АС, ВА, СВ, 2

ственно точки Сх, Ах и В-,, причём 7-7- = 7-7 = -z—r = т. Найдите пло-

щадь треугольника, вершины которого — попарные пересечения от­
резков AAlf ВВЪ СС1г если площадь треугольника АВС равна 1.

Задачи на доказательство и вычисление

7.33.1. На каждой стороне равностороннего треугольника взято 
по точке. Стороны треугольника с вершинами в этих точках соответ­
ственно перпендикулярны сторонам исходного треугольника.

а) Докажите, что треугольник с вершинами в этих точках также 
равносторонний.

б) Найдите отношение площади этого треугольника к площади ис­
ходного.

7.33.2. На каждой стороне равностороннего треугольника взято по 
точке, причём треугольник с вершинами в этих точках также равно­
сторонний.

а) Докажите, что эти точки делят стороны исходного треугольника 
в одном и том же отношении.

б) Найдите это отношение, если отношение площади полученного
7 треугольника к площади исходного равно —

7.34.1. Точки В] и С! лежат на сторонах соответственно АС и АВ 
треугольника АВС, причём АВХ: ВХС = АСХ: С1В. Прямые ВВ^ и СС, 
пересекаются в точке О.

а) Докажите, что прямая АО делит пополам сторону ВС.
б) Найдите отношение площади четырёхугольника ABiO-Ci к пло­

щади треугольника АВС, если АВг :В1С = АС1: СгВ = 1:2.
7.34.2. Точки А2 и В1 лежат на сторонах соответственно ВС и АС 

треугольника АВС. Прямые ААг и BBj пересекаются в точке О, при­
чём АО : ОА-{ =ВО :ОВ

а) Докажите, что прямая СО проходит через середину отрезка АВ.
б) Найдите отношение площади четырёхугольника СА1ОВ1 к пло­

щади треугольника АВС, если АО : ОА1 = ВО : ОВ, = 4.
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7.35.1. На стороне ВС треугольника АВС как на диаметре по­
строена окружность, пересекающая отрезок АВ в точке D. При этом 
KABC = KACD.

а) Докажите, что прямая CD разбивает треугольник АВС на два 
подобных треугольника.

б) Найдите отношение площадей этих подобных треугольников, 
если АС = 15, ВС = 20.

7.35.2. На стороне АВ треугольника АВС как на диаметре по­
строена окружность, пересекающая отрезок АС в точке Р. При этом 
ЛАВР = А АСВ.

а) Докажите, что прямая ВР разбивает треугольник АВС на два 
подобных треугольника.

б) Найдите отношение площадей этих подобных треугольников, 
если tg ABAC = 2.

7.36.1. На диагонали BD параллелограмма ABCD отмечены точки 
Р и Q, причём BP = PQ = QD.

а) Докажите, что прямые АР и AQ проходят через середины М и N 
сторон ВС и CD соответственно.

б) Найдите отношение площади пятиугольника CMPQN к площа­
ди параллелограмма ABCD.

7.36.2. На диагонали АС параллелограмма ABCD отмечены точки 
М и N, причём AM : MN : NC = 1:2:1. Прямые DM и DN пересекают 
стороны АВ и ВС в точках Е и F соответственно.

а) Докажите, что ЕЕ || АС.
б) Найдите отношение площади пятиугольника BEMNF к площади 

параллелограмма ABCD.
7.37.1. На сторонах АВ, ВС, CD и AD параллелограмма ABCD отме-

,, . .. .. .. АК BL CM DNчены точки К, L, М и N соответственно, причем ~ = д/д ’
а) Докажите, что четырёхугольник KLMN — параллелограмм, а 

его центр совпадает с центром параллелограмма ABCD.
б) Найдите отношение площадей параллелограммов KLMN и 

ABCD, если АК: КВ = 2.
7.37.2. Через точку пересечения диагоналей параллелограмма 

ABCD проведена прямая, пересекающая стороны АВ и CD в точках 
К и М соответственно, и прямая, пересекающая стороны ВС и AD в 
точках L и N соответственно.

а) Докажите, что четырёхугольник KLMN — параллелограмм.
б) Найдите отношение площадей параллелограммов KLMN и 

ABCD, если ВК: АК = 2:1, BL : LC = 2: 3.




